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Prologo 




PR6L0G0 


dear del rigor en los 
ros que constituyen la 


aparente — y no s61o aparente— contradiccidn tiene varies expli- 




sin conocer su raecfinica) es valid a en determinados contextos muy concretos 
pero no lo es en general. No tiene sentido — a nivel universitario — exponer la 
anulacidn de la derivada (como condiciOn necesaria de 6ptimo) como si fuese 
una “regia” mris a memorizar, cuando, una vez entendida, esa propiedad es de 




prOlogo 


Se entiende que el lector estd ya familiarizado con los conceptos antes 



Metodologfa 





Parte I 

Funciones Escalares 




Capftulo 1 

Conceptos basicos 


Comenzamos rate capftulo con las primer as definiciones y conceptos de la 
teorfa de funciones de van as variables. Enseguida ae aprcda que para progre- 
ss en ella es necesario un manejo fluido de la geometrfa del piano y el espacio 
que se estudia en cursos anteriores. Para comodidad del lector que lo precise, 
en el apartadn 2 se hace un resumen de car deter informal de los resultados 
geomOtricos indispensables que, ademSs, sirve para motivar su extension, en 
el apartado 4, a espacios de dimension n cualquiera. En el apartado 3 se 
aprovechan las posibilidades de representaciOn grdfica de las funciones de dos 
variables para introducir a un nivel elemental algunas nociones de la teorfa de 
optimisacidn, uno de los capftulos importantes de un curso de cdlculo diferen- 


1.1 Dominio, recorrido y grdfica de una funcidn 

de variable real f : R - R. Se suelen expresar por y = /(x), con x 
representando la variable independiente e y la variable dependiente. Una y 
otra son niimeros reales que, en las aplicaciones, cuantifican magnitudes cuya 
relaciOn estd modelada matemdticamente por la funddn y = /(x). 

TambiOn aparecen con frecuenda en las aplicaciones funciones de varxas 
variables reales. Por ejemplo, si consider arnos el volumen V de un dlindro 
circular recto, V = sr 2 h, results ser una fundOn de dos variables, r, el radio 
de la base, y h, la altura: para cada par <r,h) de niimeros reales positivos 
—que definen un determinado dlindro— se tiene un valor de V bien deter- 
minado. En Economfa, las funciones de produeddn tienen la forma general 
Q = Q(K, L) cuando se supone que el producto (Q) estA determinado por las 
cantidades empleadas de capital (K) y trabajo (L). 
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Como para las funciones dc una variable (y, en general, para las fundones o 
aplicaciones de un conjunto X en un conjunto Y), el dominio (de definiddn) 
de una funcidn / : R" — R es el conjunto de puntos x = ,x„) de 

R" en que, en el contexto de que se trate, estA definida la funcidn / ; se 
denota por Dom / o D(f). Cuando la funcidn viene dada, como serd lo usual 
en este libro, por una fdrmula maternities y no se hace referenda a ninguna 
aplicacidn concreta, se suele sobreentender que el dominio consta de tod os los 
puntos (*i, ... ,*»). para los que estA definida dicha fdrmula. Por ejemplo, el 


( 1 . 1 ) 


es el cftculo del piano {(*,») € R 2 ; x 2 d-y 2 < l}, centrado en el origen y de 
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radio 1, pues el radicando ha de ser no negative para que exists rafc cuadra- 
da (Fig. 1.3). En los dos ejemplos precedents, la funcidn V — jrr 2 h esti 
definida para todo (r, A) e R 2 , aunque en el contexto geomdtrico en que se 
aplica su dominio “natural" serla el conjunto {(r, A) e R 2 ;r > 0, h > 0}, o 
sea, el primer cuadrante del piano sin los ejes, ya que el radios la altura 
son, por su propia natural eza geometries, magnitudes positivas; y, an&loga- 
mente, el dominio natural de una funcidn de producddn Q - Q(K,L ) seria 

{(jr,£)eR 2 ;lf >0, L>0} . 

El valorp correspondiente a x = (xj,. . . ,x« ) se dice que es la Imogen de 
x por / . El conjunto de todas las imigenes es la image n, range o tecorrido 
de la funcidn / . Se representa por Im / o R(J) y es el conjunto de todos 
los valores que toma la variable dependiente y . Si A es un subconjunto del 
dominio de /, la imagen de A por f es el conj unto 

1(A ) " {y € R ; y = /(*) para algiln x € A) 

EJEMPLO. La funcidn t = f(x,y) = yj\ - x 2 - y 2 verifies claramente 
0 - /(x, y) < 1 . Veamos que todo i del intervalo (0, 1) es imagen de puntos 
(x, y) del dominio de /. Se tiene, para empezar, /(0,0) = 1 ; dado i € [0, 1) , 
sea f > 0 tal que i = -J\ -i°; esc ndmero <s dnico y vale P = \/l - S 2 ; 
entonces, para todo punto (x, y) de la drcunferencia x 2 + y 2 = f 2 se verifica 
que f(x,y) = i. Por tanto, Im / = (0, 1) (Fig. 1.3). Se intuye por este ejem- 
plo tan simple que, en general, es mds diffcil determinar el recorrido de una 
funcidn que su dominio. 


El concepto de grifica de una funcidn de dos variables se obtiene exten- 
diendo de manera natural el correspondiente para funciones de una variable. 
Se recordari que, si y = f(x) es una funcidn cualquiera de una variable, su 
grdfica venfa dada por 

{(*,y) € R 2 ; y = J(x) para algiln x e Dom/J 



puntos de R 3 


{(*.».*);* = /(*.») para algiln (x,y) 6 Dom/) 
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y es bastante mis complicada de dibujar; en general, se trata de una superfine 
en R 3 ; una primera ilustracidn la proporcionan las funciones mis sencillas que 
cabe imaginar, a saber, las funciones lineales: como se recordari, las fundonos 
de una variable lineales son las definidas por un polinomio en x de primer 

V = mr +d (1.2) 

(En rigor, el tdrmino de funddn lineal corresponde a las fundones del 
fipo y = mi, o sea, cuando el “tdrmino independiente" d del polinomio 
es nulo y, en consecuenda, la funddn verifies la propiedad 
f{a\X\ + ojij) = 01/(11) + 02/(x]),cualesquiera que sean 01,02,11,12 € R, 
que caracteriza a las fundones lineales entre espados vectoriales; a pesar de 
la ambigUedad que supone, mantendremos el tirmino para designar tambidn 
a las fundones del tipo (1.2); el conlexto dejari claro si nos referimos a ellas 
0 a las lineales en sentido estricto) . El dominio de la funddn (1.2) es toda la 
recta R, su recorrido es tambita todo R si m / 0 y su grifica es una recta del 

Del mismo modo, las fundones de dos variables mis simples son las fun- 


i = /(z, y)=oz + 6y + c (1.3) 
definidas^ppr un polinomio de primer grado en las variables 1 e y. El do- 
minio de la funddn (1.3) es daramente todo el piano R i 2 , y, si a y 6 no son 
simultineamente nulos, el recorrido es todo R. Su grifica es un piano, la su- 

perficie mis simple en el espado tridimensional R 3 . (Las fundones lineales de 
n variables son de la forma 


r = /(*l, ...,*») = 01*1 + ... + OnXn + b 


(1.4) 
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Su dominio es todo R" y, salvo que f(xi,...,Xn) = b, el recorrido es todo R. 
La grAfica es un subconjunto del espado R n+1 denominado hiperplano.) 

Las grAficas de funciones no lineales de dos variables son superficies mils 
diffdles de visualizar; por ejemplo, la grdfica de la funcidn 


es la mitad superior de la esfera de centro el origen y radio 1 (Fig. 1.3). 





Para comprender mejor esta asodaddn superficie< — • grfifica de funcidn de dos 
variables, repasaremos al final del apartado siguiente algunas de las superficies 
del espacio mAs comunes e import antes. Terminemoa este primer apartado con 
la observacidn de que para las funciones y = /( x) de una variable y z = f(x,y) 
de dos variables se tiene que 

V = /(*) * = /(*,») 

Dom/cR Dom/ C R 2 
Im/CR Im/cR 

Gra / c R J Gra/cR 3 

1.2 Geometrfa del piano y el espacio 

Se suele dear que la geometrfa analftica o cartesians es el estudio de la geo- 
metrfa mediants el Algebra: los puntos se identifican mediante mimeros, las 
coordenadas, y ello permite traducir las propiedades geomAtricas de las figuras 
que se desea estudiar a relaciones (ecuaaones) entre variables numericas. 
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« + v-(t>i+t>i,ti 2 + t*) (1.5) 

que se obtiene sumando coordenada a coordenada. La suma se realiza gr&fi- 
camente mediante la ley del paralelogramo (Fig. 1.5). 

En ocasiones — particularmenle en las aplicaciones del cdlculo vectorial — 
es titil visualizar un vector u = (ui,U2) comenzando en un punto cualquiera 
(xi,sa) y terminando en el punto (aq +ui,®2 + uj) (Figura 1.6). 
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Figure 1.6 


Si c € R y u = (ui,uj), se define 

cu = (cui.cuj) (1.6) 

operaddn que se denomina multiplicacidn (de vectores) por escalates (nilmeros 
de R) (Fig. 1.7). 

Se escribe ti - u para indicar el vector v + (-l)u (Fig. 1.8). 

Dados dos vectores u = (u 1 ,u 2 ) , ti = (vi.va) y dos nilmeros reales syt, 
el vector su+to se dice que es una combinacidn lineal de los vectores u y ti 
(Fig. 1.9). Dados dos vectores u y v que no sean uno milltiplo escaJar del otro 

del piano puede expresarse como combinacidn lineal de u y ti (Fig. 1.9); se 
dice por ello que constituyen una base del conjunto de vectores del piano; la 
base camfnica es la formada por los vectores (1,0) y (0, 1), que, en un sistema 
de referenda ortogonal, se suponen “colocados" en los ejes perpendiculares de 
abcisas y ordenadas. 
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Rectas Una recto en el piano esU determinada por doe pantos p = (pi,pi) 

y « = (91,92) (Fig- uo). 

Sus puntos (x,y) vienen dados por la expresidn 

(*,V)*=P+‘(9-p). ‘6* (l- 7 ) 


(*,») = (l-«)p + bj, «€R (1-8) 

Dos rectas r = {p + l(?-p)} y a = (p + l(d-p)} son pamlelas si los 
vectores j-py 9 - p son uno mrtltiplo escalar del otro. 
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Poniendo u = q-p, (1.7) toma la forma 


(*.»)=? + *“.<€» (1.9) 

que pone de maniflesto como una recta queda tambi6n determinada por un 
punto p por el que pasa y un vector direccidn u / (0,0) dados. (1.9) (o (1.7)) 
es la ecuacutn vectorial de la recta. Desplegilndola en coordenadas tcnemos 
las ecuaciones paramitricas de la recta: 


(1.10) 


Eliminando el parimetro t en (1.10) se obtienc la ecuacidn de la recta en 
la forma 


( 1 . 11 ) 

til uj 

que traduce su caracterizacidn como recta que pasa por el punto (pi,P2) yes 
paralela al vector (ui,ti2) (Fig. 1.10; si alguna de las coordenadas 'll, 12 es 
igual a cero se entiende que el correspondiente numerador en (1.11) tambten 
vale cero). 

Reordenando los t6rminos de (1.11) 9e Uega a la ecuaciin impllcita de la 


oi + 6y + c = 0 (1.12) 

en donde a y 6 no son simulttneamente nulos ( (tii.us) / (0,0), pues p y 
q son puntos distintos). Cuando 6 / 0 en (1.12) (o sea, cuando la recta no 
es paralela al eje y) se puede despejar la variable y y la ecuacidn se puede 
expresar en forma expUcita: 
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( 1 . 13 ) 


m es la pendiente de la recta y h la ordenada en el origen. ObaSrvese cdmo, 
cuando fc ? 0, la eeuoddn de la recta (1.12) define a y como funcidn (lineal) 
de x, to que no ocurre cuando 6 = 0. 

El segmento (de recta) que une los puntos p = (pi.pa) y 4 = (41.92) es 
el coqjunto de puntos del piano 


(1.14) 

o, equivalentemente, 

M-{p+‘(4-P).‘€[0,11) (115) 
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Distancia, producto escalar y ortogonalidad La distancia entre dos 
puntos p = (pi,pj) y 1 = (91.92) es, de acuerdo con el teorema de Pitdgoras 
(Fig. 1.13), 

d(P<l) = v'(9l-Pl) 1 + (92-Ps) i 

NOtese que tambten 

d(p,q) = y/(Pi-<h) 1 + (P2-n) t = d(q,f) 

El mddvlo, longihut o norma de un vector u = (111,112) es la cantidad 

(u| = v/u? + ui 

0 sea, la distancia del punto (uj.uj) al origen (Fig. 1.4). 

Un vector de norma igual a 1 se dice que es un vector unitario. Obsftrvesc 
que (Fig. 1.13) 

' <*(P.9) = |P-«I = |9-Pl 



Siendo 0 el Angulo que forman las rectas determinadas por los vectores p 
y q (v£ase la figura 1.14), la formula del coseno de la trigonometrfa establece 


|p - «l 2 = IpI 2 + l«l 2 - 2 W W 


(1.16) 
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Desarrollando |p - fl| 2 se tiene 

b - 9l J = (w - «i) J + (pa - <n? = W J + kl* - 2 (pi«i +pin) 
de donde 

Pi9i + P292 = bl (1.17) 

La cantidad 

<P.9)=P'9 = Pl9l+P292 (1.18) 

se denomina producto escalar (o interior) de los vectores p y q. Vemos que 
do) vectores son perpeniicvltms (u ortogonales ) —coed — 0 — si y sdlo si su 
producto escalar es nulo. 

Las reclas r = (p+iu) y a = {9 + tv} son perpendiculares si los 
vectores u y v son ortogonales. 

Obstrvese que 

<«*,«*> = M J (1-19) 

para todo vector u = (111,112) € R 2 . Se comprueban inmediatamente las 
siguientes propiedades esenciales del producto escalar (1.18) 

(u,t>) = («,«) (es simitrico) (1.20) 

(u+o,«o) = (u,to) + (o,w) (es Hlineal) (1.21) 

(o,u)>0y (u,u)=0 si y sdlo si u = 0 (es definido positivo) (1.22) 

Puesto que |cosd| < 1, se tiene tambien 

!(«,»)! <(u|M (1-23) 
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que es la desigualdad de Cauchy-Schwarz , tenigndose la igualdad si y sdlo si 
u es miiltiplo escalar de t> o si alguno de los vectores es el vector cent (0,0). 
Bn efecto, si u no es miiltiplo escalar de v se tiene |cosfl| < 1, y si u es 
mdltiplo escalar de ti, entonces 0 = 0 o 0 = x y |cos0| = l. 

A partir de (1.20), (1.21), (1.22) y (1.23) se obtienen las propiedades esen- 

|u| > 0 para todo u e R J y |u| = 0 si y sdlo si u = 0 (1.24) 

|u+»|<|u| + M (desigualdad triangular) (1.25) 

M = WM,c€R (1.26) 

(Para la desigualdad triangular se parte de 

y se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz.) La desigualdad triangular 
para la distanda en el piano es, a partir de (1.25), 

d(p,*)<d<p,,)+d(q,z) (1.2 7) 

(Ililstrese (1.25) mediante una figure que justifique el tArmino “desigualdad 
triangular”). 

Dada la recta de ecuacidn 

ox + 6y + c = 0 (1.28) 

sea (xQ,yo) uno de sus puntos. Entonces 

ozo + 6yo + c = 0 (1.29) 

Restando (1.29) de (1.28) se obtiene 

a(x - zo) + % - »o) = 0 (1.30) 

es dedr, que el vector (a, 5) es perpendicular a dicha recta (Fig. 1.15). 

Grdficas de funciones no lineales Como decfamos al prindpio, el modelo 
del piano cartesiano permite tratar algebraicamente nodones geomfttricas. El 
caso de las rectas es el mils sendllo: se pueden obtener sus propiedades (perte- 
nencia de punt06 a rectas, posidones relatives entre ellas, etcetera) manejando 
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las ecuaciones que heraos repaaado on lo quo antecede. An41ogamente, un pun- 
lo (i,y) del piano estarA en la circunfermcia de centra (xo.l/o) y rod' 0 r 
si su distancia a (io,w) vale r , o sea, si 


o, oquivalentemente, 

(i - io) J + (y - Wo) a - r 2 (1.31) 
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(-C.0) y la suma de las distandas de P = (x,y) a F = (c,0) y F 1 = (-c,0) 
ha de valer la constante 2a (ndtese que c < a, pues se sobreentiende que 2a 
es mayor que la distancia entre los focos, que vale 2c), entonces 

V^(* - c) J + (y - 0) 1 + V(* + C ) J + (y - = 2“ (1-32) 

Elevando al cuadrado y operando apropiadamente se obticne 

** , V* , 
a s a J - 1? 


(1.33) 
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Si introducimos unos ejes cartesianos con el origen en d v6rticc y el eje y 
segiln el eje de la pardbola de forma quc el foco sea F = (0, e/2) y la directriz 
la recta de ecuacidn y = -c/2, la condition geometries se traduce en 

de donde se obtiene la ecuocidn candnica 


7? — Icy = 0 (1.36) 

(Si c < 0, con el foco por debajo de la directriz, la parabola se abre hacia 



de la forma 


ax 2 + 2tey + qr 2 + 2d* + 2ep + / = 0 (1.38) 

en la que el primer miembro es un poiinomio de segundo grado en las variables 
* e y\ ejemplos simples son: 



CAPtTULO 1. CONCEPTOS BiSICOS 


fc»2 + fcj»!i_, d *« 

xy = k kiperboia 


la ecuaddn (1.38) de segundo grado (o sea, el conjunto de puntos del piano 
lacdnica; enefecto, partiendo de las formas matridalesdelaecuacidn (1.38): 


Hi :;)(!) 


m(; i)(')+WM»(;)»/-o (m 



• D = 0,n><0 :dosrectasquesecortan(E!j.: {x+y -2)(x + 2p) = 0) 

• D = 0, Do > 0 : un punto (E5-: a?+j*«0) 

• iy 0, Do = 0 : el conjunto vacfO (Ej.: x 2 + 1 = 0), una recta (Ej.: 
(x + y - 2) 2 = 0) o dos rectas parelelas (Ej.: (x + y - 2)(x + y) = 0). 

Si D^0 se trata de una cdnica no deyenemda, teni&ndose: 

• D # 0, Do > 0 : una elipse (o el conjunto vacfo, por ejemplo 
x J +y J + l = 0) 

© 1TES - Paiaoinfo 
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• D J- 0, Dq <A) : una hip£rbola 

• Dj£0, D 0 = 0 : una par&bola 

Hemos ido repasando las ecuaciones de rectas, circunferencias^y cdnicas. 
En general, la ecuaddn de un lugar geontetrico del piano serd una expresidn 


F(*,V) = 0 (1.41) 

que han de satisfacer las coordenadas (z,y) de lodos sus puntos. Visto 
desde el otro Angulo, dada una functen F(x,y) de dos variables, la grdfica 
de la ecuaddn F(x,y) = 0 es el lugar geontetrico de los puntos del piano 
cuyas coordenadas (x,y) satisfaccn F(x,y) ■» 0. El estudio de rectas y 
cdnicas se puede realizar de una manera muy completa mediante argumentos 
puramente algebraicos y geontetricos. Pero para estudiar la grAfica de una 
ecuaddn general F(x,y) = 0 se necesita recurrir al cAlculo infinitesimal. 
Una primera cuestidn es saber si la ecuaddn F(x,y) = 0 realmente define 
impltcitamente a y como funcidn de x, o sea, si existe una funddn y = f(x) 

F(x,/(x)) = 0 (1.42) 

para z moviAndose en un cierto intcrvalo 1. Por ejemplo, la ecuacidn de la 
circunferenda 

**+»*-l 

define dos funciones 



y = 


ambas definidas para x e (-1,1], cuyas grAficas son, respectivamente, la 
semicircunferencia superior y la semicircunferencia inferior. En cambio, la 


x*+y* + l = 0 

no define ninguna funcidn y = /(*) (ni tampoco x = g(y) ipor quA?). 


Si la respuesta a aquella cuestidn es positiva, los puntos (x, f(x)), x € /, 
estAn en la grdfica de F(x,y) = 0 y constituyen, por definicidn, la grdfica 
de la funci&n y — f(x). Esta es, bajo hipdtesis muy generates sobre F, una 
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infinitesimal estudiando las propiedades de la funcidn y = f(x) (dominio de 
definicidn, posible existencia de asfntotas mediante el cdlculo de lfmites, creci- 
miento y puntos crlticos mediante la derivada primera, concavidad mediante 
la derivada stgunda,...). 

La ecuacidn F(x,y) = 0 puede venir dada en tdrminos de operaciones 
simples como en el ejemplo anterior, y entonces permite “despejar” Kcilmente 
la variable y en funcidn de la variable x. 0 bien se trata ya de la forma 
expKcita y = f(x) de una funcidn, como 

y = 3z* + 2* 

que se puede interpretar como definida por la ecuacidn impUcita 

3* 5 + 2x-y = 0 

siendo trivial en rate caso el paso de la ecuacidn (forma impUcita) a la forma 
expKcita de la funcidn. Pero en otrcs casos, como la ecuacidn 

* + logz+y + logy-2 = 0 

no estd claro si estard o no definida impllcitamente una funcidn y = /(sc). En 
loa capftulos 4 y 9 se analizard esta cuestidn, que constituye uno de los temas 
mds importantes de un curso de Cdkuio Diferencial. 
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P it O, se entenderd que 0 6 |0,2ir) (en ocasiones, puede convenir el intervalo 
(-ir,ir| para el recorrido de 0). 

Se suele hacer coincidir el polo con el origen de las coordenadas carlesianas 
y el eje polar con el semieje positivo de abciaaa (Fig. 1.20). En ese caso, dadas 
las coordenadas polarea (r,0) de un punto, las coordenadas carlesianas vienen 
dadas por 

A su vez, si (x,y) son las coordenadas carlesianas, entonces 


y 0 6 |0,2ir) estalque 

(para x jf 0 se liene 


( arctan (y/x) si x > 0, y > 0 
0 = < ir + arctan(y/x) si x < 0 

\ 2k + arctan(y/x) si x>0,y<0 


donde se entiende que se toma la determinacidn principal de la funcidn arco 
tangente, es decir, arctan(y/x) € (-*/2,ir/2). Si x = 0, entonces 0 = k/2 si 
y > 0 y 0 = 3ir/2 si y < 0). 


drcunferencia; determinar su centra y su radio, b) representar grdficamente 

la ecuacidn r — 20, entendiendo aquf que 0 6 [0,oo).) 
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El espacio R 3 

Puntos y vectores En cl espacio, un sislema de referenda ortogonal estd 
formado por tres rectas (los ejes) que se cortan en un punto (el otigen) y son 
perpendiculares dos a dos, con una unidad de medida comiin. A cada punto 
del espacio le corresponde una terna ordenada de niimeros (si.ij.Sa) — o 
(z.y, 2 ) — (las coordenadas cartesianas o rectangvlans) como se indica en la 



W - **f “ •l*f * V +*> 

Figure 1.21 


Como en el piano, la correspondence es reversible, de manera que el con- 
junto R 3 detemasordcnadasde niimeros reales (zi.zj.xj) queda identificado 
al espacio tridimensional. Tambten es la misma la noddn de vector y de suma 
de vectores y multiplicacidn por escalates: 

u+v b (ui.uj.ua) + (ui,uj,«3) = (ui + »i,ua + t> 2 ,U 3 + 03 ) (1.43) 

cu » (cui.cuj.cuj) (1.44) 

asf como su interpretacibn grdfica (si bien 4sta es, lbgicamente, algo m4s com- 
plicada en tres que en dos dimensiones). 

Rectas La ecuacitfn vectorial de la recta determinada por los puntos 
P = (Pt.P2.Pa) y 9 = (9i.92.9a) es 

( W ) = p + t(,-p),(eR (1.45) 

o equivalentemente 

{x,v,z) = p+tu,te R (1.46) 


, = 9-p. (Fig. 1.22) 
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Con 1 = 0 y (i arbitrario se include en (1.49) la recta paralela a r que 
pasa por p. (1.49) muestra al piano determinado por un punto del mismo y 
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dos vectores que no son uno mdltiplo (scalar del otro (Fig. 1.24).(Equivalcn- 
temente, un piano queda determinado por tres puntos del espacio no alineados 
enuna recta; p,p+u,p+ti). 



La ecuacibn (1.49), con A y p recorriendo R, es la ecvacidn vectorial del 
piano. Cuando p es el origen de coordenadas, el piano pasa por el origen y es 
el conjunto de vectores que son combinacibn lineal de los vectores u y t> : 

{Au + pv; A,p € R) 


o sea, lo que se conoce como subespacio vectorial engendrado por los vectores 
u y v. Dos pianos {p + Au + pv} y [p + Afi + p»), son pandelos si los 
subespacios vectoriales {Au + pti) y {AS + pO} coinciden. Todo piano de 
R 3 es el “trasladado paralelamente" de un piano que pasa por el origen, su 
subespacio vectorial — de dimensibn dos — asociado (denominado variedad de 
dtrecddn del piano). 

Desplegando (1.49) coordenada a coordenada se obtienen las ecuaciones 
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Eliminando A y 


f i=Pi + Aui+/n), 

< y = P2 + Au2 + /»j (1.50) 

l z = P3 + Aus + #W3 

i (1.50) se obtiene la ecuacidn implicit a del piano: 


oz + »y + cz+d = 0 (1.51) 

La eliminacibn puede llevarse a cabo despejando y sustituyendo (por cjem- 
plo, primero se despeja A en la primera ecuadbn de (1.50) y se sustituye en 
la segunda y la tercera; quedarbn dos ecuaciones en p y se utilize una de ellas 
para despejar /i; se sustituye en la otra y queda Bnalmente una ecuacibn en 
x, y, z sin pardmetroe). Pero results mbs transparente argumentando como 
sigue: cl punto (i ,y,z) pertenece al piano si y sblo si el sistema lineal en A 
y p (1.50) es compatible y determinado, o sea, si y sblo si 

I *-pi «i t»i I 

y-ps 02 uj 1=0 (1.52) 

| *-ps u 3 03 | 

Desarrollando este determinante por la primera columns obtcnemos 


I oj 02 
| 03 03 


|(*-Pi) 


y, operando y simpliBcando, 


F(x,y,z) = 0 

que ban de satisfacer las coordenadas ( x,y,z ) de todos sus puntos. A su 
vez, dada una funcibn F(x,y,z) de ties variables, la grdfica de la ecuacibn 
F(x,y,z) = 0 es el lugar geombtrico de los puntos cuyas coordenadas (x,y ,z) 
satisfacen la relacibn Fix. y. z) — 0. 

Si la foncibn F es lineal: F(x,y,z) = ax + 6y + cz + d, y no es F = d, 
la correspondiente ecuacibn es de la forma (1.51) y su grbfica es un piano; 
en efecto, a partir de la ecuacibn (1.51) podemos escribir unas ecuaciones 
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paramdtricas para la grdfica tomando, por ejemplo, x = A, j/ = p, si c / 0, 
(con las modificaciones apropiadas si c = 0 ) y, a partir de ellas, la ecuacidn 
vectorial que responde a la definicidn original de piano que hemos dado aquf. 
Tenemos a si una caracterizaciOn analftica equivalent de la nocidn de piano: 
un piano en el espacio es la grdfica de una ecuacidn lineal en tres variables. 

Cuando c / 0 en la ecuacidn (1.51), se puede despejar la variable 2 y 
se tiene la ecuacidn explicita del piano 

z = Ax + By +C (1.53) 

2 es funcidn lineal de las variables ley. Vemos, corao ya senalamos al final 
del primer apartado, que la grdfica de una funcidn lineal de doe variables es 
un piano en el espacio. 

Distancia, producto escalar y ortogonalidad Aplicando dos veces el 
toorema de Pitdgoras (Fig. 1.25) se tiene que la distancia entre dos puntos 
P = (PliPSiPs) y 9 = (9i.9a.9s) <* 

<*(P.9> = v/(«i “ Pi) 1 + (9J -Pi) 1 + (91 -to) 2 (1M) 





Como en R 2 , La longitvd o 
caritidad 

M' 

o sea, la distancia del punto (u 


(tii,U2,u 3 ) es la 


(1-55) 


<'(P.9) = 1P-9| = |9-Pl 
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Pl9l+P2«+J>393 = |p|l?l co « 9 t 1 - 56 ) 

siendo 0 el Angulo que forman los vectores p y g en el piano que (jeterminan 
pasando por el origen. 

El product o escalar ( o interior J de p y q es la cantidad 

(p,9)epq = piqi+p2« + P393 = |p||9l 008 ® (1-87) 

y verifica, naturalmente, las propiedades (1.20), (1.21), (1.22) y (1.23). Dos 
vectores p y q de R 3 son ortogonales si y s61o si (p,q) = 0. 

A su vez, la norma (1.55) verifica las propiedades (1.24), (1.25) y (1.26). 

Dado el piano de ecuaciOn 

ax + by+cz + d = Q (1.58) 

sea p = (pt,P2,P3) uno de sus puntos. Entonccs 

opi+Jpj + cpj+d = 0 (1.59) 

Rcstando (1.59) de (1.58) se obtiene 

a(i-pi) + 6(y-pj) + c(*-ps) = 0 (1.60) 

es declr, que el vector (a,6,c) cs perpendicular a todas las rectas que pasan 
por p y estAn contenidas en el piano (Pig. 1.26) (n = (a,6,c) — o cualquier 
otro de sus mdltiplos escalares que sea distinto del vector cero — es un vector 
normal o caracteristico del piano; una recta r es perpendicular a un piano it 
si su vector direction es un vector normal al piano sr). Hemos Uegado as( a 





otra de las caracterizaciones en geometrfa euclfdea de un piano que podrfamos 
haber tornado como punto de partida: un piano es el conjunto de todas las 
rectas que pasan por un punto dado p y son ortogonales a una recta dada 
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que pasa por p. En efecto, esta condici6n se expresa algebraicamente por la 
ecuacidn 

"(*-Pi.»-Ps.z-P3) = 0 

donde n = (a,6,c) es un vector dado. Desarrollando este producto escalar, 
ax+by+cz+d= 0 

con d= -n-p = -(api +bpi + cpi), o sea, se trata de la ecuaddn impllcita 
de un piano. 

Dos pianos 

ax + by + cz + d = 0 
o'* + *'»+</*+<? » 0 

serin paralelos si las vectores (a,b,c) y ( t/,U,d ) son uno mtlltiplo escalar 
del otro, y serin ortogonales si (o,6,c) y ip! ,d) son ortogonales, 

Por ejemplo, el piano de ecuaddn z = 1 es el conjunto de puntos cuya 
tercera coordenada vale 1; esU caracterizado coroo el piano que contiene, por 
ejemplo, al punto (0,0,1) y que es perpendicular al eje z, o sea, al vector 
(0,0,1): 

(0,0, 1) • (* - 0, y - 0,* - 1) = 0 

lo que da z = 1. Es paralelo al piano coordcnado xy ( z = 0 ) y est| a una 
distancia de tate igual a 1. Es la grifica de la funddn constants fix, y) = 1, 
que hace corresponder a todo (x,y) € R 3 el valor 1 € R (Fig. 1.27). 



La grilles de z = 2* + y es un piano que pasa por el origen, ya que 
0 = 2 • 0 + 0. Escrita la ecuaddn en la forma 





If a § »g 
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vemos que el piano es perpendicular al vector (2, 1,-1}. Para levantar la 
grdfica en R 3 puede ser iltil tambidn la determinaridn de las rectas de corte 
del piano con los pianos coordenados: la recta inter9ecci6n con el piano xy 
(a = 0) tiene por ecuadones 

f z+2y = 0 

l 2 = 0 

y la intersecddn con el piano yz ( x = 0 ) 



El piano queda determinado en R 3 por estas dos rectas (Fig. 1.28). 



La ecuacidn y — x represents en d piano xy una recta que pasa por 
el origen (Fig. 1.29). Interpretada como una ecuacidn en las tres variables 
x,y, z, su gr&fica es un piano tal que, si (z,y,0) estd en dl, tambidn lo estd 
{x,y, z) para cualquier z 6 R (no hay en la ecuacidn ninguna restriccidn en 
z ). En consecuencia, se trata del piano que corta al piano coordenado xy 
> la recta y = x y es paralelo al eje z (o sea, perpendicular al piano xy . 
;ede tomar p = (0,0,0) y n = (1, — 1,0) ; Fig.1.29). La ecuacidn y = x 
define a z como funcidn de (x,y); sf define a z como funcidn de (y, z) y a 
■mo funcidn de (*, 2 ) ; los pianos “verticales”, o sea, aqudllos de ecuacidn 
• by + d = 0, con c = 0, no son grdficas de lunciones 2 = /(z,y). 

En la ecuacidn de una recta 

y = mx+d 


(1.61) 
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Figure 1.29 


variable dependiente y respecto a la variable independiente i , o, en tfeminos 
mis precisoe, de la variacidn que sufre y como respuesta a un cambio unitario 
de la variable x : 

y(*0 + 1) - y(*o) = m(xo + 1) + d - |mxo + d] = m 

Vemt» quo ese “ritmo" es constante, independiente del valor xo considerado 
(m es, como sabemos, la derimda de / en cualquier punto i t C S ). 

Para una funcidn de dos variables 

z = /(*,y) = ox + 6y + c ,(1-62) 

y el piano que constituye su represen taci6n grilles se pueden hacer considera- 
ciones anilogas. Para empezar, es litil estudiar la dependence de z respecto 
a cada una de las variables rej separadamente, suponiendo fija la otra. Si, 
dado un punto (xo.yo) 6 R J , mantenemos yo constante e incrementamos x 0 
en una cantidad h, la variaddn de / sera 

f(xo + h,yo)~ f(xo,yo) = a(xo + fc) + byo + e - [axo + byo + c) = ah 

h ~ l,en la variable x (y esto, cualquiera que sea el punto (xo,yo) 6 R 2 ). Es 
la pendiente de la recta sobre el piano (1.62) que results al cortar fete por el 
piano vertical y = yo (Fig. 1.30); results natural llamarla pendiente del piano 
z = ax + by + c enla direcddn del eje x. 

Anilogamente, 6 es la pendiente del piano en la direccidn del eje y (Fig. 
1.31). (ay b serin las derivadas yard ales de la funcidn /(x,y) respecto a 
x e y, respectivamente.) 
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Figura 1.31 

De manera general, la variacufri que experimenta z cuando nos desplaaamoe 
desde (xo.yo) en la direcddn dada por un vector u = (ui.tij), unitario (o 
sea, de longitud unidad: u, +u| = 1) vendrd dada por 
/(io + Au,,iio + Atis) - /(zo.yo) = 
a(®o + A«i) + 6(yo + Auj) + c- axo -byo~c = A(aui + bat) 

Si el desplazamiento es de magnitud 1, o sea, A - 1, se tendrd 
/(*o + “i.l*>+“2) - /(*o.M>) = ou! +bui = (o,6) • (ui.tu) (1.63) 
que es la pendiente de la recta sobre el piano (1.62) que resulta al cortar tete 
por el piano vertical 

f * = xo + A«, 

< y = yo+^“2 


M x - xo) - «i(y -yo) = 0 
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que, a su vez, corta al piano coordenado z = 0 segiin la recta que pasa por 
(*o,yo) y contiene a u = (1*1,112) (Fig. 1.32). 



Diremoe que aui + fct*2 es la pendiente del piano en la direccidn dada por 
el vector u = (1*1,112) (serd la derivada directional de f(x,y) segdn el vector 
u). iEn qu6 direccidn se tendrd la mdxima pendiente? De (1.63) se tiene: 

ot*i + but = (0,6) • (ui.us) = |(o,b)| |u|coe9 = /a* + 1 2 cos 9 (1.64) 

. siendo 8 el dngulo que forman los vectores u y (a, b) en el piano xy. 

Ee claro que el mdxirno valor de (1.64) se obtiene para 9 = 0 (cos9 = 1), 
es decir, en la direccidn del vector (a, b), el cual recibe el nombre de gradiente 
de la funcidn z — ax + by + c (odel piano que constituye su grdlica). Se 
denote por grad / (EJERCICIO: Comprudbese que la ecuacidn del piano que 
pasa por un punto dado p = (p1.p2.p3) y tiene un gradiente (a, b) dado es 

(o,6, -1) • (x -pi,y - P2,2 - pj) = 0 ) 



una distancia fijardeun punto dado (lo.po, to) es una esfera de radio r y 
centra (xo.yo.20) (Fig- 1-33). 
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La ecuoctdn algebraica que satisfacen las coordcnadaa x,y,z de los puntos 
de esa esfeia es, por tanto, 

y/(x-xo) 1 + (y-vo) i + (z-zo) 2 = r 

o, equivalentemente, 

(x - xq) 2 + (y - yo) J + (* - xo) S = r 2 (1.65) 

(Rcservamos aqu( el nombre de esfera para la superficie — esftrica— ; a la 
“esfera sdlida” , cuyos puntos satisfacen (z - xo) 2 + (y - yo) 2 + (* - ao) 2 < r 2 
la denominaremos bola). 

La esfera unidad es la quo tienc por centre el origen (0, 0, 0) y radio 1. Su 
ecuaddn es 


z*+y* + **-l (1.66) 

Resolviendo (1.66) en z se tienen dos valores 


para cada par (x,y) tal que x 2 + y 2 < 1. As( pues, la ecuacidn (1.66) define 
dos fu ndones z — /(z,y) de dos variables. La grSfica de la primera de ellas, 
z = v'l - X 2 - y 2 , es la semiesfera que esta sobre el piano xy y la de la 
segunda, la semiesfera inferior (Fig. 1.3). 

Cdindros La ecuacion x 2 -f 2 2 = r 2 represents en el piano xz ladrcunfe- 
rencia de centro el origen y radio r . Si interpretamos la ecuaddn x‘+# = r 2 
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la cual redbe el nombre de elipsoide de semiejes a,b y c (Fig. 1.35). Las 
intersecciones con I06 pianos coordenados (y con pianos paralelos a 6stos) son 
dipses. Si, en particular, a = 6 = c, se tiene la esfera de radio a y centre el 



es un hiperboknde de t mo hoja (y lo m 

jJ» + Sf + £ = 1 ’ ~ p ' 


mo las superficies de ecuadones 
a representarla, comprobamos que 


nientras que la intersection con el piano yz (y tambifin con los pianos paralelos 
l 51 x = k ) es una hipOrbola 


V 3 ** , 

(y andlogamente para el piano xz ; Fig 1.36). 
La superfitie de ecuatidn 

<? o? 52 


(1.70) 
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es un hiperboloide it dos hojas (y lo mismo las superficies de ecuaciones 
- jj = 1, -£ + £-? = 1 ). Las intersecciones con pianos 

horizontales * — *, con |*| > c, son elipses mientras que las intereecciones con 
los pianos xz e yz ( y sus paralelos y = k y x = k) son hipdbolas (Fig. 
1.36). 

Las ecuaciones (1.69) y (1.70) definen cada una de cllas dot funcioncs 
x = f(x,y) tales que la unidn de sus grdficas componen el correspondiente 
hiperboloide. 


Pamboloidcs La grifica de la funcidn 


£ 


(1.71) 


es una superficie que se llama para boloide eUptico. Los cortes con pianos 
horizontales z = k,k> 0, son elipses (en particular, drcunferendas si a = 6) 
mientras que los cortes con pianos x = k e y = k son parabolas (Fig. 1.37). 
La grdfica de la funtibn 




(1.72) 


es un pamboloide hiperbdlico y su aspecto es el de una silla de montar a un 
puerto de montana. Sus intersecdones con pianos horizontales z = * son 

hipdbolas (un par de rectas que se cortan en el origen si k = 0), y con los 

pianos x = k e y = k, parabolas (Fig. 1.38). 
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Figure 1-38 


De rnanera general, una superficie cvidrica en el eapacio es la grAfica de 
ona ecuacidn algebraica de segundo grado: 

Ax‘ + Bi? + C*‘ + Dx V + Ezz + Fyz + Gx + Hv + Ii + J = 0 (1.73) 
o sea, el conjunto de puntoe del espacio cuyas coordenadas ( x,y,z ) satisfacen 
(1.73). 

Lae cuAdricas son la contrapartida tridimensional de las secciones cdnicas 
en el piano, que son las grAficas de las ecuaciones de segundo grado en dos 

Ar 2 + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = Q (1.74) 

Vemos como la interseccidn de una cuAdrica con cada uno de los pianos 
eoordenados (y sus pianos paralelos) es una cdnica. 
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del c&lculo infinitesimal de una variable. Por ejemplo, podremos dar sentido 
a la pendiente de una superfide segiln una direction — como hacfamos para 
los pianos — de manera analogs a como la derivada de una funtidn de una 
variable en un punto da una medida de la pendiente — inclination, ritmo de 
aecimiento — de la curva en ese punto. Tambten sera una cuestiOnimportante 
el dilutidar si una ecuatidn de tres variables F(z, y,z) = 0 define o no a una 
variable como funtidn de las dos restantes. 

Coordenadas tiUndricas y csfcricas En el espacio, hay dos sistemas de 
coordenadas altemativos al de coordenadas rectangulares o cartesianas que son 
muy dtiles para realizar determinados cfilculos. El primero es el de coordenadas 
tiUndricas, que combina las coordenadas polaies del piano con la coordenada 
z de las rectangulares del espacio. Las coordenadas tiUndricas del punto 
P del espacio, de coordenadas cartesianas (z, y, r), son los mimeros (r,9,z) 
definidos por (figura 1.40) 


X = rcostf, y = rsen 0, z 


(los puntos del eje 


= 0 y la correspondiente 



Figure 1.40 


coordenada z, y no tienen asignado valor de 9). El lugar gcom6trico de los 
puntos de R 3 para los que r - a es un tilindro recto de radio a y eje el eje 
z; de ahf el nombre de coordenadas tiUndricas. 

Las coordenadas esjfricas de un punto P = (x,y,z) son los mimeros 
(p,0,<fi) definidos por (figura 1.41) 

x = psen^cos® , y = p sen^send, 2 = pcosij) 


p>0,9€(0,2»), 6 (0,») 
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Como so ve, p = ,/*» + y* + s* es la distanda del punto al origen de coor- 
denadas cartesianas, 9 (la lonjifud) es el mismo togulo que en las cUtodricas 
y * (la cotatitvd) es el ingulo que forman el semieje s pontivo y el segmento 
que une el punto con el origen. La ecuaddn en coordcnadas csfdricas de una 
esfera con centro en el origen y radio a es muy simple: p = a. 


1.3 Curvas de nivel 

Las gr&ficas en el espado tridimensional R 3 son con frecuenda diffdles de 
interpretar, sobre todo cuando tratemos con fundones gcneralcs /(*,») no 
necesariamente lineales. Hay otro modo de disponer de una imagon grilica del 
comportamiento de s = /(*,y) como funddn de x e y. Consist® en dibujar 
coqjuntoe en el piano xy para loe que la funddn toma determinados valores 
fijos (por ejemplo, regularmentc espadados: fc = ... ,-2,-1, 0,1, 2,...). 

El conjunto de nivel k de una funddn f(x,y) es el conjunto 
{(*,y)€Dom/; /(*,y) = fc} 

o sea, el conjunto de puntos del dominio de / a los cuales / asigna el mismo 
valor k (fc ha de estar en el recorrido de / ). 

Para una funddn lineal z — ax+by+c los coqjuntos de nivel son las ffneas 
rectos 

ax+by + c = k, fc€ R 

Segun hemos recordado en el apartado anterior, el vector (o, /;) es ortogonal a 
la recta ax+by+c = fc, por loque elyradiento de la funddn f(x,y) = ax+by+c 
es ortogonal a sus Uneas de nivel Por as ( decir, el gradiente (o, b) va senalando 
la direeddn de (mdximo) credmiento de la funddn f(x,y) = oi+6y+c (Fig. 
1.42). 

Este hecho puede aprovecharse para resolver grdficamente problemas de 
optimizacidn de fundones de dos variables, o sea, problemas de determinaddn 
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Figure 1.42 Lfaeas de mvel de f(x,y) ■ x + 2y - 2 


de nutaimos y mtaimos. Dada una funciOn /( x,y) y un conjunto S C Dom / 
del piano R 2 se dice quo / alcanza su m&nmo en S en el punto (xo,po) € <S 
si /(*,v) </(*o.yo) para todo {x,y) € S. /(xo,yo) es el valor m&mmo de 
/ en S, y lo represent amos por 


8 f(x, y) <f(xo,Vo) para todo (i, p) 6 S distintode (zo,yo) 8e dice que 
/ tiene un mdnmo (stride en (zo.Fo)- Se delinen de mancra anlUoga minima 
j mlnirno estricto cambiando el signo de las desigualdades. 

El problema 

opt /(*,») , (*,») € S 
(obien opt /(*,»)) 

(que se lee “optimizar la funcidn f{x,y) en el conjunto S C R 2 ", donde el 
ttrmino optimizer vale indistintamente para maximizar o minimizar, segiin de 
b que se trate) consiste en determinar el punto (o puntos) de S en que la 
funciOn / alcanza su valor Optimo (tnOximo o mfnimo). 

Supongamos que se tiene planteado el problema 

nun /(*,„) 

(minimizar / en el conjunto S) para una fundOn lineal f{x, y) = ax-rby r(! 
y que se tiene 


'/(*.») = ’ 
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(> ) /(*.»)>"> paratodo (x,y) € S,y 
(ii) f(xo,yo) = m para algiin (xo.yo) 6 S 

La recta de nivel ax + by + c = m divide al piano en dos semipianos: el 
semipiano positivo {(x,y); /(x,y) >m} y el negalivo {(x,y); /(x,y) < m} 
(vdase la Fig. 1.43). La condiddn /(x, y) > m para todo (x,y) € S quiere 
decir que S estd en el semipiano positivo de /(x,y) = m (hacia el que 
apunta grad/), y la condiddn (ii) que al menos un punto (xo.yo) de S estd 
sobre la propia llnea de nivel Una llnea de nivel con estas dos propiedades se 
dice que es una recta soporte de S ortogonal a grad /. 



Figure 1.43 Resolution grtfica de problemas de op- 
timisation 

El problema de minimizar /(x,y) en S se reduce por tanto al de deter- 
minar tal recta soporte. En situaciones no muy complicadas, bastard para ello 
dibujar con suficiente precision S y grad/ (la recta /(x,y) = m serd la 
“primera” llnea de nivel que “toque” S. A su vez, la “illtima” llnea de nivel 
que lo haga, /(x,y) = M, proporciona el valor mdximo M de /(x,y) en S; 
los problemas de minimizar y/o maximizar /(x,y) en S no tendrdn solucidn 
si no hay tales Uneas de nivel “primera” y/o “illtima”). 

E.IEMPLO 1. Consideremos la funddn /(x,y) = 2x + y + 5 yel clrculo 
S = {(*,y); x J + y 2 <l}. Por geometrla elemental, las rectas soporte de S 
han de ser tangentes a la circunferencia x 2 + y 2 = 1. Las que son ortogonales 
a grad/ = (2,1), o sea, las ltneasde nivel 2x+y + 5 = A: tangentes a dicha 
circunferencia, estardn dadas por los valores de k tales que el sistema 


2x+y+5 = i 
x 2 + y 2 = l 



L3. CURVAS DE NIVEL 45 

-r-que da los puntos comunes a la recta 2x + y + 5 = *yla circunferenda 
x* + y 2 = 1 — tenga una linica soluddn. Imponiendo en su resoluddn esta 
condicidn (el discriminants de la ecuaddn de segundo grado que resulta ha de 
sex milo) se obtiene 

-(*-5) a + 5 = 0 

cs dedr, *1 = 5 - y *2 = 5 + a/5- En consecuencia, 

nun /(*,») = 5- \/5, nmx/(x,y) = 5 + \/S (1-75) 

El mlnimo se alcanza en el punto (-7^,-^) yelmiximoen f 2 ^,^) 
(Fig. 1.44; mAs adelante, en el apartado 6.1,veremos que una funcidn lineal 
■d puede alcanzar sus valores mAximo y mfnimo en el “interior" de 5). 

En este caso tan simple se puede dar una demostracidn analltica de estos 

; 2z + y = (2, 1) • (x,y) = |(2,l)||(i,y)|cosfl = v/Sy/i 2 + y 4 cos0 (1.76) 
aendo 0 el Angulo q ue forman los vectores grad / = (2,1) y (*,y). Con la 
mtriccidn ■/& + y 2 < 1, el valor mAximo de(l. 76) seobtiene para a^+y 2 = 1 
l.y coe 0 = 1 y el mlnimo para x 2 +y 2 = lycos0 = -l, con lo que valen, 
jKspectivamente, a/5 y — y se tiene el resultado (1.75). 



Si el problema fuese optimizer /(*,y) = 2i + y + 5 en el ctrculo aiterto 
Se = {(x,y); i 2 + y 2 < 1} (o sea, sin la circunferenda z 2 + y 2 = 1), obten- 
•Irfamos que, desde luego, 


/(*, y) < 5 + a/5 
f(x,y) > 5 -a/5 


para todo (z.y) 6 So 
para todo (x,y) e So 
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pero no hay ningtin punto de So en el que / vaJga cxactamente 5 + \/f> ni 
tampoco 5 - y/5. Los problemas 

« «/M, (1-77) 

no tienen, pues, solucidn. M = 5 + VS es el supremo (sup f — 5 + VS) y 
m = 5 - \/5 es el (nfimo (inf / = 5 - \/5) de la funcidn / en el conjunto 
So ~ {(x,y); I 2 + y 2 < 1} - (Recudrdese que M € R (m 6 R) es el supremo 
(( nfimo ) de un conjunto A de nilmeros reales si r < M (r > m) para 
todo r e A y cualquier otro nilmero que verifique esta propiedad es mayor 
que M (menor que m). Si no exist* nilmero real M (m) tal que r < M 
(r > m) para todo r € A se dice que sup /l = oo (inf A = -oo). Cuando 
sup A = M (inf A = m) pertenece al propio A se dice que M es el mfaimo 
(mlnimo) de A). En los dos problemas de optimizacidn de este ejemplo, 
sup f(x,y) e inf/(x,y) son ambos finitos, pero en el primer caso sup/(x,y) 
e inf /(x, y) se alcanzan en S — o sea, hay puntos en el propio S en los que 
la funcidn toma esos valores, y por eso son, respectivamente, ma xf(x,y) y 
mjn/(x,y)— mientras queen el segundo los valores sup /(x,y) e inf/(x,y) 
no se alcanzan en So y por ello los problemas (1.77) no tienen solucidn.) 


EJEMPLO 2. Optimizar la funcidn /(x,y) = 2x + y + 5 en el conjunto S de 
puntos (x,y) del piano determinado por las desigualdades 


3x + y>4 4x - y < 14 

-* + 3y>2 -2x + 5y<20 

Las desigualdades que determinan S responden tod as a la forma 

»(*.») < 


(1.78) 

(1.79) 


donde g,(x,y) = o,x + 6,y es una funcidn lineal (en las dos primeras, basta 
cambiar de signo). $(x,y) < c, define el semipiano negalivo determinado por 
la recta jy(x,y) = c, ; la regidn S es el poUgono interseccidn de todos los 
semipianos definidos en (1.78); dibujdndolo, vemos Kcilmente que el mfnimo 
de / se alcanza en el v(rtice (1,1) y el m&dmo en el tambidn vdrtice (5,6) 
(Fig. 1.45). 


Un programa lineal consiste en optimizar una funcidn lineal sobre un con- 
junto 5 que estd definido mediant* desigualdades que involucran funciones 


CURVAS DE NIVEL 
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se tendril §*i + Jij < 8- Finalmente, hay otras dos restriceiones debidas a 
la naturaleza del problems: ha de ser x\ > 0, > 0 pues no tiene sentido 

fabricar un nilmero negativo de piezas. Con todaa esas restriceiones, se trata de 
determiner la combination (xi,*a) de productos que proporciona el mbximo 
beneficio. El programa lineal correspondiente es 

max {4*i + 3*j} 


< 10 
*3 <12 
2xi+*j<24 
*1, > 0 


(1.81) 


La funcibn f(x i,xj) = 4*i + 3xj se dice que es la fancidn objeUvo del 
programa; las restriceiones definen un conjunto S del piano que se denomina 
conjunto de solvciona facttbles o simplemente conjunto factible del programa. 
La resolucibn grbfica nos indica que la soludbn se alcanza en el vtrtice (6, 12) 
, 0 sea, que el beneficio mbximo se obtiene fabricando 6 unidades del producto 
I y 12 del producto 11 y vale 60 u.m. (Figure 1.46). 
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iEetible S, se han desarrollado mttodos algorftmicos de resoluddn apropiados 
para s u realizacibn en computadoras. Entre ellos destaca el nUtodo del simplex 
•freasc, por ejemplo, ( 1 |). 

Curvas de nivel de funciones no lineales Hablando en general, los con- 
futes de nivel de una funcidn no lineal 2 = f(x,y) de dos variables “usual" 
{■n curvas (“curvas de nivel"). Por ejemplo, los conjuntos de nivel de la fun- 
pfa 2 = x 2 + y 2 son las cimmferencias x 2 + y 2 = k, k > 0. Son las 
fpyecciones sobre el piano xy de las inleraecdones de los pianos z = k con 
U paraboloide de ecuacidn 2 = x 2 + y 2 . El conjunto de nivel 0 se reduce al 
jarigen (Fig.1.47). Las curvas de nivel de la funddn 2 = y 2 -! 2 son hipirbolas 
qu' sc represcntan en la figura 1.48 (el conjunto de nivel 0 est4 formado por 
|hs rectas y = x e y = -x). 
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Funciones de Cobb- Douglas En Economia, es comiln lomar como descrip- 
cidn del nivel de produccidn Q de un dctcrminado proceso una funcidn de la 

Q = /(z,y) = c*V (1.82) 

donde x e y denotan, respectivamente, las unidades (> 0 ) de trabajo y de 
capital empleadas y c, r y a son numeros poeitivos. La funcidn (1.82) tiene 
la propiedad de que un decredmiento de una de las variables (o factores de 
produccidn ) puede ser compensado con un crecimiento de la otra para man- 
tener cl nivel de produccidn; satisface tambidn f(0,y) = /(*, 0) = 0,'lo que 
corresponde al hecho de que si no hay trabajo o capital no puede haber pro- 
duccidn. Se suele suponer tambi&n que es ima funcidn homogdnea de primer 
grado, o sea, que satiface 

(1.83) 

se duplica el nivel de 


I (ax, ay) = af(x, y), a > 0 
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homogeneidad implies qua r + a = 1 (compruObese como ejerddo), oon lo 
que la funtiOn de production toma la forma 


Q = /(*,») = o'y'-', 0 < r < 1 (1.84) 


Para cada election de r se tendrO una funddn de Cobb-Douglos, como se 
cbnoce a cate tipo de funciones de production. Las curvas de nivel de (1.84) 
estdn dadas por cx r y'~ r = it, o sea 


(1.85) 


que da la ecuatiOn explftita 



(1.86) 


donde p = y fci = (l) 1 ^ • NOlese que p € (0,oo) y que kies una 
limciOn crecienle de k. Ealas curvas de nivel se denominan iaocuontaa y au 
aspeclo se muestra en la figure 1.50. 



ripu. ISO »= £ 

La pendiente de una isocuanta y = k\x~ f es 



La interpretation de (1.87) en tOrminos apradma 



(1.87) 

(1.88) 
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nos da el valor (aproximado) de la variacidn Ay en unidades de capital que 
hay que realizar para mantener la misma production cuando el trabajo se 
modifica en Ax unidades. ObsOrvese que Ax e Ay tienen signos opuestos. 
La fosa marginal de substitvcidn es, por definition, la cantidad 


' 

dr 


(1.89) 


y viene a representar el aumento de capital que hay que realizar para mantener 
la production cuando el factor trabajo disminuye en una unidad (Ax = -1 en 
(1.88)). 


por ejemplo, loe Optimos de /(x,y) = x J +y J en el conjunto S = {(x,y) € R 2 ; 
(x - 2 ) 2 + y 2 < 1), que es el clrculo (con la rircunferenda) de centra (2,0) 
y radio 1 (Fig. 1.51). Las curves de nivel de la funciOn objetivo son las 
circunferentias 

x 2 + y 2 =r 2 (1.90) 

de centra el origen y radio r. El “nivel” de / va creciendo con r ; la “primera" 
de las circunferentias (1.90) que toca S es tiaramente la de radio r =^1, y lo 
hace en el punto (1,0) ; la Oltima es la de radio r = 3 y lo hace en el punto 
(3,0). Aaf pues 

mn/(x,y) = 1 2 = 1 = /(1,0) 

n**/(*,y) = 3 s = 9 = /(3,9) 

Es muy ffcil, como veremos en el capftulo 6, just ificar este resultado analfti- 


1.4 Funciones de n variables. El espacio R". 

de n variables se mueve en el conjunto R” de n-uplas ordenadas de nOmeros 
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multiplicand*) cada coordenada de z por el numero ( escalar ) c. 

Finalmente, escribimos en R" 0 = (0,..,0), — z = (-1)* = (— Zi,..,-Zn)> 
y utilizaremos la expreskin x — y como abreviatura de z + ( — y). 

Las propiedades asociativa, conmutativa y distributive de los mlmeros 
reales implican, como se comprueba f&dlmente, las siguientes propiedades 
esenciales de las operaciones de adieu} n de vectores y muIltpUcaciin por es- 
calares deBnidas en (1.91) y (1.92): 

(EV1) z + (y + z) = (z + y) + z 
(EV2) x+y = y + x 
(EV3) x + 0 = z 
(EV4) x + (-z) = 0 
(EV5) (<xf)z = c(dz) 

(EV6) (c + d)z = cx + dx 
(EV7) c(x + y)=cx + cy 
(EV8) lx = x 

donde z,y,z son puntos gen6ricos de R" y c,d son ndmeros reales cua- 

En general, un espacio vectorial (real) es un conjunto E dotado de dos 
aplicaciones E x E -• R y R x E — E, Uamadas adicidn de vectores 
y multiplicacidn por escalares, que poseen las propiedades (EV1) a (EV8) 
((EV3) dice que existe un elemento neu tro, denotado por 0 , tal que z+0 = z 
para todo z € E, y (EV4) que para cada z € E existe un elemento -z e E 
— su elemento opuesto— tal que z + (-*) = 0 ). R" es pues un espacio 
vectorial real (“el” espacio vectorial por antonomasia, aunque hay muchos 
otros espacios vectoriales import antes en matemdticas). 

Una combmaci6n lineal de loo vectores es un vector de la forma 

ci«i + . . . + CmVm con c,eR.Un subconjunto B de un espacio vectorial E 
se dice que es linealmente dependiente si existen elementos tq,... y 

escalares ci , . . . ,q,no todos nulos tales que 

tqiq + . . . + c m v m = 0 (1.93) 

B es linealmente independiente si no es linealmente dependiente, o sea, 
si de toda ecuacidn de la forma (1.93) con tq, . . . ,Vm 68 se deduce que 

Se dice que un subconjunto G de vectores genera E si todo elemento z € E 
es una combinaddn lineal de elementos de G : x — tqtq 4* . . . + c 1n v m: con 
tq,.. . . t m £ G. Una base de E es un conjunto independiente que genera E. 

E es un espacio vectorial de dimension finite si posee una base formada 
por una cantidad finita de vectores. Se puede demostrar que toda base de un 
espacio vectorial de dimensidn finita tiene el mismo mimero n de elementos; n 



s S’g'g- 
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es la dimensidn del espacio. Si B = {uj, es una base de E, todo vector 
x 6 E se puede escribir de modo tinico como una combination lineal 
I = CiUi+... + <Vl„ 

Cl,..., Co son las coordenadas de x respecto a la base B. Por ejemplo, los 

Cl = (1,0,0, ...,0);ej = (0,l,0,...,0) ... e„ = (0,0,0, .... 1) 
forman la base candnica de R". 


Un subespacio vectorial de E es un subconjunto no vaclo V C E tal que 
u,»eV implies ti + tiel' y ueV implies cu 6 V para todo c€R, 
0 sea, V es subespaeio vectorial de E a tiene el mismo estructura de espacio 



R 2 y R 3 Mmgitud de un vector viene dada por cl teorema de Pitigoras.- 


lanera natural, inspirindonoe en la verification del teorema de Pitigoras 
piano, se define como longitud o norma eucUdea de un vector (punto) 
I = (xi,... ,Xn) de R" la cantidad 

|x| -(«{ + ... + *’)* (1.94) 

(Podrfamos empezar tambiin, como hidmoe en el repaso de R 2 y R 3 , definicn- 
do la distanda entre dos puntos por la formula (1.111) que se da mis adelante; 
en ese caso, la norma de un vector x serfs la distanda entre x y el origen 
(0 0).) 

Sean ahora x = (si,... ,*») e y = (yi, -. ,y„) dos vectores indepen- 
dientes de R”. En el piano (subespado de dimension 2) que ambos determinan, 
serin ortogonales si forman un ingulo recto (figura 1.52), o sea, apelando de 



o Id 

Figura 1.52 

nuevo al teorema de Pitigoras, si y sOlo si 

l*l J +|y| J = l*-y| J 


(1.95) 



condi cirin de ortogonalidad 


Desarrollando (1.95) 

j»+_+ii*=0 (1.96) 

La cantidad 

(x,y)»x-y = Xiyi + _ + x , rih (1-97) 

se denomina producto escalar (o interior) de loe vectores x e y. Asf pues, dos 
vectores son ortogonales si y sdlo si su producto escalar vale cero. 

Ob64rvese que 

M* = <*.*) (1-98) 

Se coraprueban inmediatamente las siguicntes propiedades esenciales del 
producto escalar (1.97): 

(*,y) - (y,*) (es aimitrico) (1.99) 

(* + y,z)»(*,*) + (y,i); (cx,y) = c(x,y), e € R (es bilineal) (1.100) 


(x,x)>0 y (x,x) = 0 si y sdlo si 



x = 0 (es definido positivo) (1.101) 
R que satisfaga (1.99)(1.100)(1.101), 


Uar se dice que dos vettores 
Cmichy-Schwarz: 


l(*,y)l < |x| |y| 


(1.102) 


Para y = 0, ambos miembros de (1.102) valen 0; supuesto, entonces, y / 0. 
se tiene para todo escalar A 

0 < |x + Ay| J = (x + Ay,x + Ay) = (x,x) + 2A(x,y) + A J (y,y) = 

= |x) J + 2A(x, y) + A J |y| J (1.103) 

por las propiedades (1.99)(1.100)(1.101). Para x,y fijados, la expresidn de la 
derecha de (1.103) es un polinomio en A que alcanza su mlnimo global para 


Ao = 


<*,») 

~W 


(1.104) 
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Haciendo A = Ao en (1.103) se tiene 


0<|® + Ao»| 1 = |x| 1 - 


l(*.y)l 2 

Ivl 2 


(1.105) 


l(*.v)l 2 < M 2 |y| 2 

que es equivalent® a (1.102). Obsdrvese que la igualdad en (1.102) es equi- 
valenteaque \x + Aoy| = 0, o sea, a que x + Aoy = 0; as( pues, si y / 0, 
|(z,y)| = |*| |y| si y sdlo si x es un mdltiplo escalar de y; y <*,y) = |z| |y| si 
y sdlo si x es un mdltiplo escalar no negativo de y. 


ejercicio. Demostrar que |*i| < v'"l I l para cualquier punto 
* - .,*») € R" (Indicacidn: utillcese la desigualdad de Cauchy-Schwara 

para los vectorcs (|*i|,...,|*n|) y (1,...,!)). 


Segtln recorddbamos en el apartado 2, en R 2 y R s se tiene, portrigonometrla. 
elemental, que 




(1.106) 


siendo 9 el Angulo que forman los vectores * e y . Se toma entonces la relacidn 
(1.106) como iefinicidn del (coeeno del) Angulo 9 6 |0,ir] que forman dos 
vectores de R"; 0 = § si y sdlo si los vectores son ortogonales. Ndtese que la 
desigualdad de Cauchy-Schwara es equivalente a dear que |coefl| < 1. Puesto 


|* - y| 2 = (* - y,* - y) = M 2 + |y| 2 - 2(*,y) 


I* — y| 2 = w a + lyl 2 — 2 1*1 ly| cos® (1.107) 

que es la formula del coseno de la trigonometrfa (Fig. 1.53). 

A partir de (1.99)(1.100)(1.101)(1.102) se obtienen las propiedades esen- 
dales de la norma euclfdea; 

|z| > 0 para todo * e R“ y |z| = 0 si y sdlo a * = 0 (1.108) 


|*+y|<M + h/l (desigualdad trumgtdar) 


(1.109) 
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Figure 1A3 

|cz| = 141*1 .ceR (1.110) 

(Para la desigualdad triangular se parte de 

I® + 1 = (*+».*+ v) = l*l 3 + Ivl 2 + 2(®, V) 

y se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz En general, siendo E un espacio 
vectorial, toda aplicacidn N : E -* (0,oo) que satisfega (1.108), (1.109) y 
(1.110) se dice que es una norma sobre E y, dotado de una norma, se dice que 
E oe un espacio normaio.) 

La nocidn de longitud o norma euclidea de un vector lleva de manera 
natural a la nocidn de distancia entre doe puntos de R" (Fig. 1.53): 

d(x,y) = |* - y| “ V(*i - Ui) 1 + - + (*n - K») 4 (1*U1) 

A partir de (1.108)(1.109)(1.110) se obtienen las propiedades esendales de 
la distancia: 

d(*, y) > 0 y d(*,y) = 0 si y s4lo si * = y fr-112) 

d(*,y) = d(y,x) (1.113) 


d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (desigualdad triangular) (MM) 



calar.) 

La distancia (1.111) generaliza acualquier R" la distancia entre dos puntos 
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Los conceptos geomttricos de recta, piano, cfrculo y circunferencia, esfera 
en R 2 o R 3 tienen sus andlogos en R n : 


Rectos Dados x,y € R", * 7 s y > la recto que pasa por x e y es el conjunto 
de puntos de R" dados por la expresidn 

(l-t)x + ty, t€R (1.115) 

Poniendo u = y - x , (1.115) se puede escribir en la forma 

* + tu,teR (1.116) 

Las rectus r a {(1 - t)x + ty) y a a ((1 - 1)£ + tgj son parolelas si los 
vectores y - x e y- £ son uno mdltiplo escalar del otro. Si x = (0, ..., 0) e 
y ^ 0, la recta (ty, t e R) pasa por el origen y es el subespacio vectorial de 
dimension 1 generado por el vector y. La recta que pasa por x e y es paralela 
al subespacio {t(y - x)} . 

Las rectas (x + t(y - x)} y {x + t(g - x)} que pasan por el punto x son 
ortogonales si los vectores y - x e y - x son ortogonales. 

El segmento (de recta) que une x e y es el conjunto de puntos de R n de 
la forma 

(x,y] = ((l-t)x + ty, f€ [0,1)1 (1.117) 

o, equivalentemente, 

[*,y) = {* + t(y-*),tG[0,l]} 

Un conjunto ScR" se dice que es convexo si el segmento de recta que 
une dos cualesquiera de sus puntos esU contenido en S. 

(Vfeanse las figuras 1.10, 1.11 y 1.12.) 


Hiperplanos Un hiperplano es la generalizacidn de piano en R 3 . Es, pues, 
la iinidn de todas las rectas que pasan por un punto dado p y son ortogonales a 
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una recta dada que pasa por p, condiddn que se express por la misma ecuacidn 
queen R 3 : 

<3,x-p)=0 (1.118) 

donde 3, p G R" estdn dados. Un hiperplano en R" es, por tanto, un conjunto 


(x-, (3,x) = d) (1.119) 

con n e R",n jt 0, d € R dados ( d = (3,p) . 3 y d estdn determinados salvo 
un factor escalar, ya que (x; (3,x) = d) = (x; ((cn),x) = cd}). Desplegando 
el producto escalar de (1.119) vernos que la ecuacidn de un hiperplano es de 
la forma 

o,x, + ...+o.x. = d (1.120) 

ran ai,...,a n , d e R dados. 

Para n = 1, un hiperplano es un punto; para n = 2, una recta, y para 
n = 3, un piano. 

Dos liiperplanosde la forma {x; (3,x) = d) y {x; (3,x) = d] , con 3 ± d, 
son paralelos (visuaifcese en R 3 ). Si d = 0, (x; (3,x) = 0) es un subcspacio 
vectorial de R n de dimension n - 1 (coinprutbese como ejerdcio). Asf pues, 
todo hiperplano de R" es el “trasiadado paralelamente” de un subcspacio 
vectorial de dimension n - 1. 

Semiespacios Los conjuntos (x; (3,x) >d) y {x; (3,*) <d) son 
semieapacios certndos, positivo y negativo, respectivamente, determinados 
el hiperplano H = (x; (3,x) = d) ; su unidn es todo R". Los corresponds: 
semieapacios abiertos son (x; (3,x) > d) y {x; (3,x) < d) ; su unidi 
R" \ H. (Fig. 1.55). 



Esjeras y bolus en IP 1 Dados xo € R” y e > 0, el conjunto 
{x € R“; |x-xo|=e} 

© ITES - Paraainfo 


( 1 . 121 ) 


8 !l 8 
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se dice que es la esfera (n— l)-dimeiisional deceiilro xq y radio e. Para n = X, 
es el par de puntos xo ±e; para n = 2, una drcunferencia y para n = 3,una 
esfera (superficie esftrica). 

B e (xo) = {* € R“; |x - *ol < e} (1.122) 

es la tola abierta de centra xo y radio e. Si n = 1 se trata del intervalo abierto 
(xo — e,xo +e), si n = 2, de un circulo (sin la drcunferencia que lo limits) y 
si n = 3, de una esfera sdlida sin la superfide esferica que lo limita. 

Si en (1.122) la desigualdad no es estricta, o sea, la condiddn se express 
con <, se tiene la tola cerrada B,(x o). Gn el capftulo siguientc se justificardn 
estos calificativos de abierto y cerrado que se han aplicado a semiespacio6 y 


Representacidn grdfica de funciones de mis de dos variables 
Una funddn lineal de n variables es de la forma 

V = /(*!,_,«■) = «i*i + - + + b (1.123) 

La grdfica de una de estas funciones, o sea, cl coqjunto 

{(x,y) 6 R n+1 ; x € R“, y = aixi + ... + a„x„ + 6} 
es un hiperplano en el espado (n+ l)-dimensional R"* 1 . El coefidente aj, 
j ■ 1 , ...,n, da la variaddn que sufre y como consecuencia de un cambio 
unitario en la variable x, (mantenidndose constantes las demds variables). La 
variaddn que experiments y cuando nos dcsplazamos en el espacio R" desde 
un punto *o = (x^,...,xj) hasta r« + u , siendo u = (ui,...,tin) un vector 
unitario («? + ... + «* = 1), viene dada por 

/(xo +«)—/(*») = Ol«l + ... +a„Un = ((ai,... ,On),(ui,... ,Uo)) 

(1.124) 


La variaddn mdxima se tendril cuando 



o sea, en la direeddn del vector (aj,... ,a„), el cual redbe el nombre de 
gradients de la funddn y = aixi + . . ■ + OnXn + b. El amjunlo de nivel k de 
esta funddn es el conjunto 

{x€R";a,x, + ... + a n x„ + fc = k} (1.125) 





hiperplanos en R". Obs&vese que si n = 3 se trata de pianos en R 3 y por 
eso para las fundones de tres variables es viable una representacidn grflfica 
mediante sus conjuntos de nivel. 

De la ecuacidn de un hiperplano de nivel 

(8rad/,i) =k — b (1.126) 

(grad/,** - 1 1 ) = 0 (1.127) 
cualesquiera que sean *', ** del hiperplano. Por lo tanto, el gradiente de f 
es ortogonal a sus hiperplanos de nivel (Fig. 1.56). 
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1.5 Problemas 


1. Indicar el dominio y el recorrido 


a) /(*.y) = e* / » 


«) /(*,») = arc sen^ + y 2 ) 
S) /(x,y) = lnx + lny 


<) /(x,y) = v'x’ + V-B 

*) /(*.y.*) = * J +y , +* a 


/) /(x,y) = ln(iy — 2) 

M /(*.y) = ** 


l) /(*,**)= V l-^-y»-*« 


2. Dibujar las curvas de nivel de las siguientes funciones 


/(*.y) = xy 
/(*,y) = |x| + |y| 

/(*.y) = (a^+y 2 ) 3 


/(*. y) = «** /(x,y)-*+y 

/(x,y) = m4x(|x| 1 |y|) J(x,y) = x i + y 1 
J(x,y) = x 2 /(x,y) - y 2 


3. Para las siguientes funciones, dibujar las curvas correspondientee a los 
niveies 0 y 1, y las curvas de nivel que pasan por (0,0) y por (1, 1) 

/(x,y) = x 2 /(x,y) = x-y 2 /(x,y) = x 2 + y 2 

/(x,y) = (x 2 +y 2 ) 2 /(®,y) = *y /(*.y) = y-»«* 


4. (a) Obtener los puntos de corte con los ejes y dibujar la grtfica de la 

funcidn /(x,y) = 2 + x+2y. 

(b) Dibujar las superficies de nivel de /(x, y, z) = x + y - *. 

5. Resolver grdficamente los siguientes problemas de optimizacidn: 


( opt {2xi + 2xj) 
x,<3 

3xi - 2x2 > -6 
3 x,+X2>3 


< opt {12xi+ 4 x 2 ) 



CAPITULOl. CONCEPTOS BASICOS 


opt {-4xi + 5*2 + 6} 

*1 >2®2 
*1+X2>1 

*i — S 3 
I °P l {-*? - 4} 

\ 1 < Xl + *2 

I opt {(*i + l) J + (*2 + l) J } 

X?-X2<2 
2x2-xi <2 
xi >0 


{ opt {*i+*s} 
^+2x?<2 


opt {xi + 3*2 + 3xs} 
*2 + xj < 3 



Capitulo 2 

Continuidad 


En el primer apartado se exponen de un modo informal las ideas fimdamentales 
acerca de la continuidad de una funcidn con el objetivo de dar una primera 
aproximaddn al concepto y de motivar el desarrollo riguroso de diclias ideas 
que, a partir de la nocidn de lfmite, se expone en el segundo apartado y se 
profundiza en el capitulo 7 con que comienza la segunda parte del libro. 

2.1 Generalidades. Conjuntos abiertos y cerrados 

La continuidad es el primer nivel de regularidad de una funcidn. Se recordari 
que la idea intuitiva de continuidad de una funcidn de una variable cs la de que 
a puntos prdximos, la funcidn hace corresponder valores prdximos, o sea, que 
la funcidn no varfa bruscamente. La idea es la misma para fundones de varias 
variables y queda reflejada en los ejemplos del apartado 1.2 por el liecho de 
que los puntos (*, V, /(*,»)) y (xo ,yo,/(xo,Vo)) de la superficie represcntati- 
va de / estdn pr&dmos cuando (x,g) y (zo,Vo) cstdn prdximos en el piano 
(son todas ellas superficies "suaves”, que no presentan variadones bruscas). 
Otra forma de expresarlo es didendo que “cuando (x,y) se acerca a (xo.So), 
f(x,y) se acerca a /(xo.Ko)” : feta sent, convenientemente formalizada, la 
definiddn de continuidad de la funddn /(*,») en el punto (xo.po). Concre- 
tamente, se dir4 que /(*,») es contmua en un punto (xo.yo) de su iominio 
si para coda e > 0 exists un correspondiente 6 > 0 la! que para todo punto 
(x,y) e Domf que estt a una dislancia de (xo,yo) menor que 6 : 

V( x ~ xoY + (y - w) 2 < b 


se verifica que 


!/(*.»)) - /(®0.!l»)l 
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Como veremos, la mayorfa de laa funciones qua usualmente aparecqn en 
laa aplicaciones son continuas en todoa o caai todoe los puntos de au dominio 
de definicidn. Asi, los polinomioa como 

3?y + ley 2 - 2zy + 5 

son funciones continuaa en todo punto (x,y) del piano (un polinomio en dos 
variables es una suma de tdrminos de la forma cx'y*, con c constante y r 
y a mlraeros enteros > 0; y andlogamente para m4s de dos variables). Las 
funciones racionales (cocientes de polinomios) como 
S* 3 !/ 2 - 2z 2 y 2 + 4z-y 

son continuas en todo punto (z, y) que no anule al denominador (en el ejemplo, 
excepto en los puntos de las rectas j=iey=-r). Tambidn son continuas 
en todo punto de R 2 funciones como e 1 *, senfz 2 + y 2 ), etc., que resultan de 
componer una funcidn continua de dos variables con una funcidn continua de 
R enR:(z,y)-.zy->e r »,etc.. 
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capftulo 7. 

El conjunto del piano andlogo a un intervalo abierto en R es el circulo (o 
disco) abierto — sin la circunferenda que lo limita— 


B.(x o.yo) - {(x,y) € R 2 ; v/(* - xo) 2 + (» - 1*>) 4 < «} 

(Fig. 2.2). Llamarcmos tambiin a B,(x o,po) e-entonw de (xo.yo). En ge- 
neral, un entomo de (xo,yo) es un conjunto que contiene un e-entorno de 

(zoilto). 



Fijur. 2.2 


El andlogo a un intervalo cerrado es el cfrculo cermdo (oon la circunferen- 
B e (xo,yo) = {(*>») € R 2 ; y/(x - xo) 2 + (y - Vo) 2 < «} 

Son 6stos conjuntos muy espedales, pero con su ayuda se describen con- 
juntos mds generales que aparecen como dominios de fundones. 

Un conjunto S C R 2 se dice que es a cotado si se puede incluir en algtin 
cfrculo centrado en el origen, o sea, si existe r > 0 tal que (x,y) e B r (0,0) 
para todo (x,y) £ S (Fig. 2.3). 

Unpunto (xo,yo) de un conjunto A de R 2 se dice que es un punto interior 
de A si existe tin e > 0 tal que el cfrculo B f (xo,yo) estdtotalmentecontenido 
en A. Un punto (xo.po) se dice que es punto frontem de A si todo drculo 
B e (xa,yo) centrado en (xo,yo) contiene puntos de A y puntos del conjunto 
complementary de A (Fig. 2.4; deftnase, a la vista de la ligura, punto exterior 

a A). 
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le puntos interiores de A se denomina interior de A y se 
1 o int A. El coojunto de tod os los puntos frontera es la 
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piano entero, no hay puntos frontera de R J , o aea, 0R 2 cs el conjunto vacto 



{(*,») i ** + V 2 < 1} U {(*,»); x 1 + V s = 1, y> 0} 


(Fig. 2.6) 
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En la definicidn de continuidad, (zo.yo) e Dora / puede ser un punto in- 
terior o un punto frontera. Si (xo.yo) es interior, / es continua en (zo.yo) 
si dado c > 0 existe 6 > 0 tal que para todo (z,y) € B 6 (x 0 ,y a ) se tiene 
|/(*,y) - f(x 0 ,yo)\ < e (pues se puede elegir 6 suficientemente pequeno para 
que Bs(xo.yo) C Dorn / ). Si (zo.yo) es punto frontera, hay que man- 
tener el enunciado original: dado e > 0 existe 6 > 0 tal que para todo 
(z,y) € B«(zo,»)n Dorn / se tiene |/(*,y) - /(xo,yo)l < e (pues / sHo se 
puede evaluar en puntos de Dom f). 


2.2 Lfmite y continuidad de una funcidn 

Introduzcamoe un conjunto mis asociado a A antes de dar el concept© de 
Umile de una funcidn de varias variables: 

Definicidn 2.1 La adherencia o cietre id conjunto A, que se ienota por 
A, es la unufn de su interior ysu frontera: A= mt AudA. 

Ndtese que, de hecho, A = A U 9A, y de ahf el nombre: A se obtiene 
“adhiriendo” a A todos sus puntos frontera; comprudbesc esta afirmacidn 
como ejercicio; por otra parte, es claro que A es cerrado si y sdlo ai A = A, o 
sea, coincide con su derte. 

En el caso de £,(xo,yo) y 5,(*o,w) (ndtese que fi e (zo,yo) os la 
adherencia de B,(xo,Vo) y por eso la notacidn adoptada desde el prindpio) 
la frontera corresponde exact amente a la idea intuitiva que su nombre sugiere; 
en otros cases, ello no es tan intuitive. Sea, por ejcmplo, el conjunto formado 
por el drculo unidad Bi(0,0) y el punto (2,0) (Fig. 2.7). 




El punto (2,0) es un punto frontera: para cualquier e > 0, B s (2,0) 
contiene al menos tm punto de A, el propio (2,0), y, por supuesto, puntos de 
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C A . Asf pues 

OA ={(*,») ;» J +y J = l}u {(2,0)} 


Bn general, un punto (zo.yo) € A se dice que es un punto aislado si posec 
un £-entomo en el que el linico punto de A es 61 mismo, o sea, si existe s > 0 
tal que B s (x 0 ,yo)nA = {(xo.po)} . Los puntos aislados de A , caso de existir, 
son siempre puntos frontera de A, como en el ejemplo anterior. 

Un punto de A puede o no pertenecer a A pero en cualquiera de los dos 
casos curaple (sea de int A o de 9A) la condition de que en todo e-entomo 
suyo existe algtin punto de A : en el caso especial de un punto aislado, 61 mismo 
cumple trivialmente esa condicidn. Si (xo,!») 6 A no es punto aislado de 
A, entonces todo e-entomo suyo contiene puntos de A — infinites, de hecho; 
v6ase el problema 7 del capftulo 7 — distintos del propio (zo.Vo) ; se dice en 
este caso que (zo>!A)) 68 un punto de acumulacidn de A. Asf pues, A consta 
de puntos de acumulacidn y, eventualmente, puntos aislados. 

La idea intuitiva de que una funcidn f(x,y) tiene Ifmite 1 en el punto 
(lO)Vo), lo que se expresa por 


es la de que al aproximarse a (xo.Wo) a travfcs de puntos (x,y) del dominio de 
/ —distintos del propio (zo.yo)— , los valores de I(x,y) se aproximan al valor 
1. Para concretar esta idea necesi tamos que / cst6 definida en puntos arbl- 
trariamente prdximos a (zo.lfo), o sea, que haya puntos de Dom / a cualquier 
distancia, por pequena que sea, de (zo.yo). Por otro lado, no queremos cxcluir 
la posibilidad de que (zo.Vd) $ Dom /, o sea, de que / no est6 definida en el 
propio (zo,Kd)< como ocurre, por ejemplo, en la definicidn de derivada de una 
funcidn de una variable 


fin) 


^ M -fin) 

.-W X — Xq 


en donde el cociente del que se toma Ifmite es una funcidn que no estd definida 
en Xo- (Y si (zo.Vo) C Dom /, obs6rvese que el valor de / en el propio 
(zo.W)). fin*Vo)> cs irrelevante en el proceso de aproximacidn descrito, pues 
hemoe impuesto explfcitamente la cldusula “... distintos del propio (zo>l/o)” 
para los puntos donde se evaltia /.) 

Results claro, entonces, que para lograr esos objetivos, (xo.yo) ha de ser 
justamente un punto de acumulacidn del dominio de /. Ponemos entonces la 


Definicidn 2.2 Sea / : BcR’-lt y sea (zo.Vo) un punto de acumu- 
lacidn de D. Se dice que J(x,y) tiene un limite l e R cuando (x,y) tiende 
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a (x 0 , y 0 ), to gue se expresa por 


(| /(*.») = > (2-1) 

ss para todo e > 0 existe 6 > 0 tal que las relaciones 

(x,y) € D, 0 < v'(*-*o) 2 + (y-yo) J < * (2.2) 

impHcan |/(*,y) — J| < e. 

En lugar de la expresidn (2.1) se escribe tambita “/(x,y) -» 1 cuando 



es draco. Ademfa se satisfacen las 


Teorema 2.1 Si 


./(*.»)=»., .I™ g{x,y) = b, ei 


' (».»)— (w.io) 

..iHS. „,(/(*•*) + f( x ’V)) = “+ 6 
B) /(*.y)9(*.») = <to 

= ca, c una constant e cualquiert 


(»J») 


)-(».») 


/(».y) 
»> s(*.y) 


= r M*0) 


A pesar de estas semejanzas, el salto de una a dos (o mds) variables supone 
in cambio en la manera de aproximarse a un punto que tiene importantes 
in la determinacidn de Ifmites: al tratar de establecer si una 
. variable f(x) tiene lfmite en un punto xo € R, hay que 
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enhmcea, para todo vector umtario u = (ui.tii) € R 2 , u, + <4 = 1, >e tiene 
lim/(®o + tU|,i« + tm)-/ (2.3) 


Los puntos (zo + ti»i,yo + l«a) = (zo.Vo) + <(»i>«a) ,t € R, describen la 
recta que pasa por (zo, jo) y tiene a u por vector direccidn, y el llmitc (2.3) 
es el Ifmite de la funcidn dc una variable 


t •— 1 • /(*o + toi.vo + t»a) 6 R 

{general 1 1 una dircccfon en R" sc da mediante un vector unitario con el 
objeto de simplilicar loe cAkulos; en R J , es frecuente t&mbiCn dar los vectores 
unitarios en la forma (cos 9, send), representando 0 € [0,2a) el lingulo que 
forma la recta — orientada— con el semieje positivo de abcisas). 

Para probar (2.3) basta tener en cuenta en la definicidn 2.2 que 

|(xo + tui, jo + t»a) - (*0,»>)l = + = |t| 


el que existan y coincidan los lfinites segiin cualquier recta que pasa por 
(zo, jo) (o, en otras palabras, no es cierto el recfproco de la proposicidn 2.1), 
segiin muestra el siguiente 
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yM 




E.IEMPLO 1. Sea 

/<*.¥) = ^J. (*.») * (0,0) 

ysea (xo.jo) « (0,0). 

Tomando cualquicr vector unitario (ui.uj) se tiene para tyt 0: 


re tiende a 0 cuando t 0. (Equivalentemente, las fundones de una ■ 


'"'•’■’“'-TtS? 

con m € R , convergen a 0 cuando z — • 0 cualquiera que sea m, lo mismo 
que la ftinddn y >-• f(0,y) = 0 cuando y -» 0, restriccidn esta Ultima do / 
sobre loe semiejes verticales). As! pues, si existiese Ifmitc habrfa de ser ( = 0. 
Pero, por otro lado, todo j-entomo de (0,0) contiene puntos do la parSbola 
x = y‘ distintos de (0,0), en los cuales la funcidn vale 


y por tanto no existc el Kmite de / cuando (x,y) -> (0,0) pues no se 
cumplimenta la definiciOn 2.2 para valores e < 3 (Fig. 2.9). 

La proposiddn 2.1 es Util, en tanto que condicufn necesaria, para descartar 
la existenda de Kmite cuando el Kmite segiin dos rectas es distinto: 


EJEMPLO 2. Sea 

= (*.v) (0.0) 
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EJBMPLO 3. Sea 

/(*,») = \Zjzy| 


Es claro que el lfmite segiin cualquier recta que pasa por el origen es 0. Se 
trata entonces de probar la conjctura 


De la desigualdad 

(i±») J = * J ±2iy + v a >0 


l*y| < \(* + #*) 

de donde 

/(*.»)- tol* 

Dado e > 0, baata tornar f = V2e. En este tipo de argumentos es mis cdmodo 
a voces utilizar coordenadaa polares: 

|\/iiil-0| = \ZKii = v/IrcoeS raentfl = ^r»|iscn2fl| < -^r 

y se razona del mismo modo teniendo en cuenta que r es predsamente la 
distancia de (z,y) a (0,0). 

Con mayor razbn que en el caso de una variable, serfs muy trabajoso 
recurrir cada vez a la propia definicidn para el cilculo de un lfmite. Como 
allf, lo prSctico es disponer de una colecddn de lfmites sencillos y utilizar laa 
reglas algebraicas del teorema 2.1. Dos lfmites realmente simples pero muy 
tttiles son los siguientes: 


1. Si /( x,y) = c (una constante), entonces 

to. /(«,») -e 


cualquiera que sea (zo,Slt>) G R 2 - En efecto, dado e > 0, cualquier 6 > 0 
satisface las condiciones de la definicidn 2.2, ya que 


0< s/(x-xo) 2 + (y-yo) 2 <6 
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implies 


!/(*.») - /<*o.»)l = |c-c| =0<e 


cualquiera que sea (xo ,S») € R ! En efeclo, dado e > 0, to 


l*-*o!< v/(*-*o) 2 +(v-wo) 2 
0 < \A* - *»)* + (V - Ho) 2 < $ 
!/(*.») - /(*o. Vo)l = |*-*ol<« = e 


Con estos dos ejemplos y las reglas que da el teorema 2.1 se tiene que 

■ M Pfcy) = P(* o,») 

para todo polinomio P(x,y ) , cualquiera que sea (zo.yo) € R 2 , y que 

un, 

Q(x,v) Q(*o.im) 

para cualquier funciOn rational y todo (zo.Vo) € R 2 tal que Q(xo,Vo) # 0. 

Comentemos final mente que otra dificultad adicional que presents el c41- 
culo explfcito de lfmites de funciones de varias variables es la inexistenda de 
mGtodos anilogos a la regia de L'HOpital, herramienta utiifsima en el estudio 
de los lfmites de fundones de una variable. 

La definicidn de continuidad tambien es formalmente la misma que para 
fundones de una variable: 
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Definicidn 2.3 / : D C R 2 — » R se dice que es continua en (xo.yo) e D si 

I l ) lt f l || = ( 2 - 4 ) 

En realidad, la condicidn (2.4) no tiene sentido si (zo.ye) no es punto 
de acumulacidn de D, o sea, si se trata de tin punto aislado de D. Salvamos 
esta situacidn exceptional acordando que (2.4) se verifies automdticamente 
en un punto aislado (xq.jaj), o sea, que /(x,p) es por definicidn continua 
en todo punto aislado de D (lo que, realmente, no choca con la definicidn 
2.2 si tomamos I = /(* o,Wo) y. con un 4 > 0 suficientemente pequeno, 
perroitimos que la condicidn de aqudlla sea, para un punto aislado (xo.Po), 
“(x,y) € D, 0 < v/f*~*oF+l F-wP < 4 implies |/(x,y) - 1| < e”: es el 
propio (xo,yo) el dnico punto (x,y) que interviene en la condicidn, donde se 
ha cambiado el signo < por <, y feta results trivialmente satisfecha). Con 
esta aclaracidn, la definicidn 2.3 se puede expresar en la forma equivalents: 

Definicidn 2.4 / : D C R J — R se dice que es continua en (xo.po) € D si 
para todo e>0 exists S > 0 tat que las relaciones 

(*,y) 6 D, v/fx-xo^ + fv-po) 4 < 6 


impHcan 

l/(*.y)-/(*0.«tt)l<e 

Se dice que / es continua en un conjunto A C D si es continua en cada 
uno de los puntos de A. Notemos que si / es continua en A, el ndmero 
6 > 0 correspondiente, en la definicidn de continuidad, a un e > 0 dado, 
dependent, en general, del punto (xo,po) € A considerado. Cuando para 
todo e > 0 existe un S = 4(e) > 0 con el que se satisface la definicidn 
de continuidad para todo (sq,!/o) € A, se dice que / es uniformemente 
continua en A. En el capftulo 7 demostraremos que si { es continua en 
un conjunto cerrado y acotado A, entonces f es uniformemente continua en 
A (resultado que generalize el correspondiente a funciones de una variable 
continuas en un intervalo cerrado y acotado de la recta). 

En priheipio, para establecer que una funcidn es continua hay remitirse, 

como en el caso de los lfmites, a la propia definicidn. Por ejemplo, hemos 

comprobado en el ejemplo 3 que la funcidn f(x, y) = </|xy| es continua en 
(0,0) dado que 


yss=o 
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Sfeamos que, de hecho, es continua en todo (xo.Slo) € R 2 . Utilizando coorde- 
nadas polares con el polo en (xo.ya) y e J e polar la recta y = vo- 
x = ®o + rcos0 , y = yo + rseaO 


|v/i*yl — V'l*OWol| = V , |(*o + rcoetf)(j* ) + r9en0)| - \/l*ol»l S 
< ^lnwol +r|*o| |sen0| + r|yol|cosff| + ir 2 |aen20| - %/lxoPol < 

<(Va + b<Ja + Vb)< >/l*i>«il + V r (l*ol + M) + “ n/I^owI = 

= (l*ol + ll*>l) 1/Jrl/ * + 

que tiende a 0 cuando r -* 0 (es dedr, para todo e > 0 exist* 6 > 0 tal que 
u r <6, entonces esa cantidad es menor que c). 

A Si bien este tipo de demostraddn es en ocasiones includible, en la mayorla 
de las aplicadones la continuidad de una funcidn se establece, como dedamoe 
antis para el cilculo de Ifmites, sobre la base de algunos ejemplos simples y 
los rcsullados generates contenidos en los doe teoremas siguientes. El primero 
de ellos se derive inmediatamente del teorema 2.1: 

Iborema 2.2 Si f yg son continues en (xo,»). tambitn lo son f +g, fg y 
cf (c una c onstanle cualquiera). Si, ademds, g{x o,yo) # 0, entonces f/ges 
continua en (so.to)- 

' Este teorema junto con los ejemplos 4 y 5 implies, como adelanUbamos en 
d apart ado 1, que los polinomios P(x,y) son funciones continuas en R 2 y que 
una funcidn racional es continua en todo punto que no anule al denominador. 

El segundo resultado fundamental es el relativo a la composicidn de fun- 
dones continuas: 

Tteorema 2.3 Sea /(*, y) continua en (zo,yo)- 

1. Si g es continua en f(xo,yo), entonces go f es continua en (xo, Vo) 
(aquf, g es una funcidn de una variable y go f es la funcidn compuesta 
(g o f)(x,y) = g(f(x,y)), definida para todo (x,y) 6 Dom / tal que 
f(x,y) estt en Doing CR). 

2. Si u(t) y v (t) son dos funciones definidas en un intervalo I C R tales 
que (u(t),»(t)) € Dom / para todo t e 1 , son continuas en el punto 
to € / y (u(to),u(lo)) = (xo.Po), entonces la funcidn de una variable 
1st — /(u(t),o(0) « continua en to- 



CAPiTULO 2. CONTINUIDAD 


El teorema 2.3 se demuestra siguiendo las pautas del resultado anilogo 
para funciones de una variable. 

Con los teoremas 2.2 y 2.3 y las numerosas fundoncs continuas de una 
variable que se conocen se eslablece la continuidad de funciones como e xv , 
senfx 2 + y 2 ), ..., y mucb asot ras que aparecen en las aplicaciones. Por ejemplo, 
la funcldn f(x,y) = y/|xy| considerada anteriormente, es el resultado de la 
composition de funciones 

(*.»)•— *y •— Nd ■— \/W 

La primera de ellas es una funtibn continue de R J en R por el teorema 2.3 y las 
otras dos (la funtibn valor abeoluto y la funtibn raiz cuadrada) son funciones 
continuas de R en R conocidas. 

Funciones de n variables 

La transcription de estas ideas y resultados a funciones de mbs de dos variables 
es mera rutina que, con todo, conviene explicitar por escrito como ejercicio: 
el papel de los circulos abiertos y cerrados lo juegan en R" las bolas abiertas 
y cerradas introducidas en el apartado 1.4: 

B,(xo) = {xeR";|x-xo|<s} 

S«(*o) = {* € R"; |x - xo| < e} 

Mediants ellas, se introduces como en R 2 los conceptos de coqjunto aco- 
tado, punto interior, punto frontera, conjunto abierto y cerrado, Ifmite de 
funciones, continuidad,... . Insistimos en la conveniencia de practicar estos 
“ejercicios de abetracciOn". Hdganse aqu( en especial para las definiciones de 
Ifmite y continuidad de una funcidn de n variables en un punto. 

Demostremos el resultado pendiente de que B,(x o) es un conjtmto abierto: 
dado x e Bs(xo), sea < = e - |x - xol (Fig- 2.5). Entonces, si z 6 Bj(x), se 
tiene z - xo = (z - x) + (x - *o), y> P° r 1® desigualdad triangular, 

|z-xo| = |z-x| + |x-xo|<i + |x-xo|=£ 

esdedr,B < (x)cB,(x 0 ). 

CompruSbese que dB e (x o) = OB,(x o) = {x 6 R“; |x - xo| = e ) , la esfera 
(n — 1)— dimensional de centra xo y radio e (vGase prablema 4 del capftulo 7). 

La generalizacibn del teorema 2.3 es: 
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Iteorema 2.4 Sea f(x) continua en Xq = (xj, x°). 

1. Si g es continua en J(x o), entonces go f es continua en xo (aqui, 
g es una funcidn de una variable y go f es la funcidn compuesta 
(go f)(x) = g(f(x)), definida para todo x 6 Dom / C R" tal que f(x) 
estt en Domp C R). 

2. Si son funciones definidas en D' C R m 

tales que («i (t) u„(l)) e Dom / para todo t = (ti,...,tm) 6 O', son 

continuas en to = (f?, ...,&) € U y (m(lo), -. «%(*«)) = *o, entonces 
la funcidn de m variables 

D'3(*. “»(*)) 


(Intintese la demoetracidn como ejercicio y consillteae el capftulo 7.) 


3.3 Problemas 

1. Dcmostrar, aplicando la definiddu de Umite, las siguientes afirmadones: 


«) 


Um x 2 = 0 


(■iiHO.0) 


6) lim (i J + » l ) = 0 


c) ( ^Um M) (x + y J ) = 0 


d) ^ Hm ^ = 0 


sen(x ; + y 1 ) 

d>) tfl + y 1 
*?y 


b) lim , 

(*.lf)-(0,0) y/s? + y 2 

d) lim fad* 

4 («*MM )xy> + (x-y)* 

f) Uln 

(rj,)-(0,0) X 2 + y 2 


3. (a) Supongamos que existe un Umite comiin l de f(x,y) cuandonos 
acercamos al origen a lo largo de cualquier direccidn (cos 9, send), 
9 6 [0, 2ir); se tiene, por tanto, que dados 9 € (0, 2ir) y e > 0, existe 
6 = 6(e,9) > 0 tal que si dist((tcos9, (senfl), (0,0)) < S, entonces 
If(tcos0,tsea0)-Il <e. 
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Probar que si infi(e,fl) = SoM > 0 para cada e > 0, ei 

lim /(x,u)=I 
(*.»)— (0.0 ) ' ' 

(b) Estudiar el Umite cuando (x,y) — (0,0) de la funcibn 

/(*.») = 




4. Dada la funcibn 

/(*.») = 


1 si* 2 < p < 2I 2 
0 en los dembs puntos de R 2 


se pide: 


(a) Dibujar los conjunlos de nivel. 

(b) Probar que el llmite cuando nos aproximamos al origen a lo largo de 
cualquier recta vale cero (o sea, lim,-*>/(tcos0,tsen0) = 0 para 
todo 6) 

(c) Probar que / tiende a 1 a lo largo de dertas curvas que pasan por 
el origen y que, por consiguiente, / no tiene llmite en cl origen. 


5. Estudiar la continuidad de las funciones 
, . .. , _ f v 21 + XV » *» > 0 


f *V . , , 

(b) " <*■»> 

l “ » (*.») 


( 

(d) /(*,») = < z> + y> ■ 


(e) /(*,») = \ & + 


(o /(*.»)={ *-» * ; 


/ (0,0) 
= (0,0) 
V 2 
V* 

* (0,0) 
= (0,0) 

= (0,0) 
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6. Sea /(*, ») continua en (zo,yo)- Probar que si /(xo.yo) f 5 0, entonces 
f(x,y) ji 0 para todo punto (x,y) de un cierto c-entomo de (x 0 ,yo). 

7. Probar que son abiertoe los conjuntos 

(a) {(«,!>) 6 

(b) {(*,») 6 V*■,^/F+?>0} 

(c) «x,y) €R J ;N>0} 

8. iEs abierto en R 2 el eje *? i.Es cerrado? 

9. Probar que si A y B son doe conjuntos abiertos (resp. cerrados) en- 
tonces AllB y AnB son tambiin conjuntos abiertos (resp. cerrados). 

10. Sea / : R 2 - R una funcidn continua en todo punto de R 2 . Dados 
o, b € R cualesquiera, demostrar las siguicntes afirmaciones: 

(a) El conjunto {(*, y) € R 2 ; /(x,y) < 6} es abierto. 

(b) El conjunto {(*,») e R 2 ; /(*,») > a} es abierto. 

(c) El conjunto {(z,y) € R 2 ; a < /(*, y) < 6} es abierto. 

(d) El conjunto {(z,y) € R 2 ; f(x,y) < 6} es cerrado. 

(e) El conjunto {(x,y) € R 2 ; /(x,y) > a) es cerrado. 

(f) El conjunto {(x,y) € R 2 ;a < /(x,y) < 6} es cerrado. 

(g) El conjunto {(x,y) 6 R 2 ; /(x,y) = a} es cerrado. 

(h) El conjunto ((x,y) € R 2 ; /(*, y) #a) es abierto. 

(En el capitulo 7 profundizaremos en las cuestiones planteadas en los 
problemas 9 y 10.) 

11. Utilizer los dos problemas anteriores para estudiar si los siguientes con- 
juntos son abiertos o cerrados: 

(a) los semipianos {(x,y) € R 2 ;ax+6y < c},{(z,y) € R 2 ;a x+by > c}, 
{(x,y) € R 2 ; ax + by < c}, {(z,y) e R 2 ; ax + by > c}. 

(b) la recta {(x,y) € R 2 ;ax + by = c}. 

(c) {(x,y) € R 2 ; x 2 + y 2 < 1. x > 0}. 

(d) {(x,y)eR 2 ;x 2 +y 2 <l,x<y<2x,x>0} 





Capi'tulo 3 


Derivadas parciales. 
Diferenciabilidad 
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1. INTRODUCCldN 





• Como, on general, la recta tangente no es secante, la pendiente de la tan- 
gente no corresponde en realidad a ninguna variacidn relativa verdadera 
(Ay /Ax) de if en respuesta a la variacidn Ax de x. 

• A pesar de esto, la pendiente de la tangente es una buena aproximacidn 
a las verdaderas pendientes Ay /Ax, y esta aproximacidn es tanto mejor 
cuanto menor sea el incremento Ax, es decir, cuanto in is pequena sea 
la cuerda considerada. 

Estas dos observaciones se pueden resumir de la siguiente forma: Una curve 
no es una recta, pew cuanto m&s de cerca la observemos, mds lo parece. 

Llegamos asf al concepto de derivada introducido en el curso de funcioncs 
de una variable: 

rw-ja <“> 

y 8u interpretacidn como pendiente de la curve y = }(x) en el punto (xo,yo), 
de&nida teta como la pendiente de su recta tangente en dicho punto. Para 
interpretar vectorialraente esta definicidn, llamemos uu al vector de incremen- 
tos (Ax, Ay) = (h,f(x o + h) - f(x o)), o sea, la cuerda que une (xo,!fo) con 
(xo+Ax,yo+Ay) = (xo+h,f(xo+h)) considerada como segmento orientado. 
Para estudiar el comportamiento de dichas cuerdas cuando h —* 0, primero 
“ampliamos” o normalizamos los vectores Uf, de forma que sus componentes 
horizontal es valgan 1, lo que equivale a definir 

Vemos asf que, supuesta la existencia de derivada, «/, tiende a (l,/'(*o)), 
vector que Uamaremos tangente a la curat y = /( x) en (xo,yo), si bien la 

denominaddn “vector tangente" suele aplicarse, con rierta ambigtledad, a 
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cualquier vector director de la recta tangente. Dedudmos asi que la ccuacwn 
vectorial ie la recta tangente ay = /(z) en (zo,j») es 

(x,y) = (zo.Vo) + tvo = (*o,») + t(l, /(*#)), 
las ecuaciones paramdricas 

{z = zo + t, v = Vo + </'(*«)} 
y la ecuacidn cartesians 

o). obien V“*# +/*(*»)(*-*»>) 

La illtima forma sc puede interpretar de la siguiente manera: la funcidn 


l(x)^po+/'(ze)(z-xo) 


(3.2) 





3.1. introdvcciOn 



Figure 3.2 


Consideremos un cuadrado de lado x y Area /(x) = x 2 , tomemos un valor 
inicial io del lado y supongamos que fete recibe un incremento A, transfor- 
mAndose asf en xo + ft (figure 3.2). 

El Area del nuevo cuadrado serA 

/(x« + A) = (m + A) 2 = + 2xoh + A 2 

El incremento del Area asociado al incremento A del lado ea 
A/ = /(xo + ft) - /(2») = {^ + 2^fc + ft J } - ^ = 2®oA + h J (3.3) 
Esta fdrmula, deducida con las reglas elemcntales del Algebra, es vAlida 
para todos los valores de xoy de ft. La observacidn que, corao comentAbamos 
antes, constituye la idea motriz del cAlculo diferencial, es la siguiente: los doe 
Mrminos que apareccn en la fdrmula de Af no tienen la misma importanda y, 
cuando nos restringimos a valores peguenos de ft, dicha fdrmula corresponde 
a una descomposicidn de A f en diferentes escalas de magnitud. Por ejem- 
plo, si xo = 1 y el incremento ft es muy pequeno, el tdrmino (de primer 
otden) 2xg ft = 2ft es mucho mayor que ft 2 (Urmino de orden superior). Asf, si 
ft = 0,1, vemos que Af = 2 x 0,1 + (0, l) 2 = 0,21 y el tdrmino ft 2 = 0,01 
sdlo represents el 5% del valor total de Af. Si ft = 0,001, la desproporcidn 
serfs aun mAs mayor: ft 2 = 10" 6 es sdlo el 0,05% de Af = 0,002001. La in- 
terpretacidn geomdtrica de esta desproporcidn es inmediata, razdn por la cual 
bentos elegido este ejemplo: ft 2 represents el Area del cuadrado pequeno del 
'Angulo superior derecho en la figura 3.2 mientras que 2xoft es la sums de las 
Areas de los rectAngulos rayados. 

i.En qud condiciones tendremos una descomposicidn anAloga de Af para 
una funcidn general /(x)? Supongamos que /(x) es derivable en xo; si Ua- 


i(A) = /(xo + h)-/(xo)-/(xo)ft 


(3.4) 
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es decir, / ha de set derivable en xo y f(x o) = a. Por tanto, las propiedades 
“/ es derivable en *o" y “A/(xo, A) admits una descoraposicidn (3.7) con 
6(A) verificando (3.6)” son equivalentes. 

El producto f\xo)h es una fiwciOn de dos variables (xo y h) que se llama 
diferencial de / en el punto xo correspondiente al incremento h, y se designa 
df(x o; h) 6 df(h) 6 df , segun los dates que queramos dar por sobreentendidos: 

df = dj(xc\ h) f{xo)h (3.8) 

donde el distinto papel que juegan las variables xo y A justifies que sea usual 
poner en vea de entre dichas variables. (Obstevese que, fijado xo, la 
aplicacidn A i — > d((xo; A) = f(xo)h de R en R, es lineal). 




3.1. INTR0DUCCI6N 



La interpretacidn analttica de (3.5) es la siguiente: la diferencial es la 
primera aproximacitn del incremenlo en el sentido de que el error 
6(xp ,A) = 6(h) cometido al sustituir A/(xg,A) por dj(x o; A) tiende a cero 
mds ripidamente que h (o sea, 6(h)/h — 0 cuando A -• 0). (En el ejeraplo 
de/(x) = i 2 , A/(zo,A) = 2ioA + A 2 y, por lanto, 6(h) = A 2 , que evidente- 
mente satisface 6(h) /h = A J /A = h — 0, cuando A -* 0. Anilogamente, si 
f(x) = i 3 , A/(io,A) = 3xj|A + 3*oA 2 + A 3 , 6(h) = 6(xa,h) = 3zoA 2 + A 3 , y 
i(A)/A = 3xoA + A 2 . En general, si f(x) es un polinomio, 6(h) es otro poli- 
nomio que empieza por el tbrmino de segundo grado, por lo que (3.6) esti 
garantizado: para las funciones polindmicas se puede establccer la fdrmula del 
incremento mediante operaciones algcbraicas, mds o menos laboriosas pero 
eleraenlales, sin nccesidad de introducir la nocibn de derivada por via de un 
paso al Umite; vgase la nota 3 de final de capftulo). 

La mejor manera de entender el carfcter variable de A y,dy y 6 es mediante 
la fundamental interpretacidn geomitrica de la diferencial, o, si se quiere, de 
la formula del incremento (figure 3.3). 

En la figura 3.3, df = df(xq\h) es el segmento vertical que representa el 
incremento que, en respuesta al incremento A de la variable independiente, 
experimentarfa la funcidn / si la svstituytramos por su langente en el punto 
Xp. Por eso se dice que la diferencial no es otra cosa que el incremento medido 
sobre la laru/ente, mientras que A / = A/(zq,A) es el segmento vertical que 
representa el verdadero incremento de la funciOn, es decir, el medido sobre 
la curva. La diferenda entre ambos (el “error" 3(A)) puede ser ciertamente 
grande si A lo es, pero, si nos fijamos en su comportamiento cuando A -• 0, 
veremos que no sdlo tiende a cero con A (cosa que sucederfa igualmente si 
en lugar de la tangente hubifeemos elegido una recta cualquiera que pasase 
por el punto (*o,/(zo)) de la curva; h&gase la grtfica como ejerdcio), sino 
que, incluso dividido por h, tiende tambiCn a 0 cuando A -• 0, siendo esta 
propiedad, mucho mis restrictiva, exclusive de la tangente — es la propiedad 
de unicidad de la descomposicidn (3.5) que acabamos de ver— . Asf pues, lo 
que distingue a la “tangente" (recta que “toca" a la curva) de las “secantes" 
(rectas que “cortan" a la curva) es que la separaddn entre curva y recta decrece 
mis ripidamente a cero en la tangente que en cualquiera de las secantes, 
entendiendo “mis ripidamente” en el sentido usual de la comparacidn por 
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cociente, como establece con precision (3.6). 



En ttaninos de la funtidn l(x) = yo + /(* o)(* - *o) definida en (3.2), 
podemos resumir la diacusidn geom£trica anterior diciendo quc I ee la ilnica 
funcidn lineal tal que 



de las fmdonea parciales 


/(•,») = /*>:x~ /(*,!») 

/(*».•) = :» — /(» 0,») 






3.2. DER1VADAS PARCIALES 


que resultan al roantener constante y en el valor JA) ell el primer caso, y x ea 
valor xo en el segundo; podremos entonces utilizar todo el aparato disponib 
para las funriones de una variable, en particular el cdlculo diferencial. As(, 
partiendo de un punto (xo.yo), los incrementos parciales experimentados por 
/ como respuesta a un incremento de cada una de las variables manteniendo 
constante la otra son 

A./ = /(*o + *,!»>) -/(*». W) 

A,/ = /(*o,!ID + *)-/(*0,Vo) 

Las correspondientes variaciones relatives o cotientes incrementales par- 

/(m + h,tt>) -/(sp.to) 

/(jQ.lP + t) -/(^o.W) 

Finalmente, cuando Ucvamos cl anlUiais al Urnite, buscando describir la 
tendencia de la respuesta de r a variaciones de cada variable independicnto 
individual, llegamos al concepto de derivada partial: 


Deflnicidn 3.1 Sea / : D — R una funcidn definida sobre d subconjunto D 
de R 2 , y sea (xo,]/d) un punto interior dc D. Se llama ierivada partial de 
/ reaper to de x en el punto (zo.Vo) «i Unite, si existe, 


11 /(so + It, Vo) - /(%») 


y se denote por cualjuiem de los sfmbolos sigmentes: 

f z to,Vo),f,fa,Vo),D,f(xo, yo) dDJixo, yo) 

Andlogamente, la derivada partial de f respecto de y en el punto 

(*0.W) « 

|im f(xp, Vo + k)-f(xp , !») p U j 

» »« denote por 

|£(so,Vo), ^ ,f,(za,Vo)J s (xo,Va),D,f(xo,yo) 6Dtf(x 0 ,yo) 
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Si en todo (zo,yg) € D eziste D,/(xo,yo), enUmces la funcidn deD enR 
dadapor 

(xo.Vo) i— * D,f(x o,yo) 

se llama funcidn derivada parcial de f respecto dez, y asMogametde se 
define la funcidn derivada parcial de f respecto de y. 

Obsdrvese que D*/(x o, jo) es la derivada de la funcidn partial 

*►—♦/(*.») 

evaluada para x = xo. Andlogamente, D t f(x o,yo) es la derivada de la funcidn 
V*— »/(xo,y) 

particularizada cn y = yo- Esto significa que no es necesario introducir un 
“cdlculo especial" para derivadas parciales, si no que la tabla de derivadaa 
traditional de las funtiones de una variable nos es sufitiente para calcular 
derivadas parciales sin dificultad: 

EJEMPLO. Sea f(x,y) = x 1 e Iv . Bntonces las fimciones derivadas par dales 

= derivada de x 2 ^* como funcidn dez para yfijo m 
= 2xe*» + x J (ye*») = (2i + i J y)e*» 

^ = derivada de como funcidn de y para z fijo = 

9y 

= - z s e* 

Las derivadas parciales en el punto (1,3) ser&n, pues 

gd.s) . 

|(1,31 - 


A pesar de la ambigfledad que supone (ldase la nota 1 de final de capftulo), 
si representamoe por z la variable dependiente, z = f(x,y), tambidn se usan 


para las derivadas parciales. 
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derivadas parciales dentro del raarco del cdlculo de una variable, es decir, 
la observaddn de que las derivadas parciales no son otra cosa que derivadas 
ordinarias de las funciones de una variable obtenidas fijando todas las variables 
menos una de ellas, nos va a permitir dar una interpretaddn geomdtrica scncilla 
de aqudllas, apoyindonos en el hecho de que la derivada de una funcidn de 
una variable en un cierto punto represents la pendiente de la recta tangente 
en dicho punto a la curva caracteristica de la funcidn. 

Fijemos (xo.Vo) 6 D. Sabemos que D t /(xo,yo) es la derivada respecto de * 
de la funcidn #x) ^ /(*,»). Observemos ahora que la grdfica de la funcidn 4> 
se puede obtener dircctamente a partir de la superficie z = /(x, y) caracteristi- 
ca de la funcidn, sin mds que particularizar y = yo, lo cual, geomdtricamente, 
corresponde a restringirse al piano vertical y = yo, o sea, a considerar una 
secridn transversal de la superficie. fcta se llama “curtia coordenada en fa 
direccidn x que pasa por (xo,yo)". « simplemente, curva x-coordenada, y no 
es otra cosa que la curva plana obtenida corno intersection de la superficie 
z = /(*,y) con el piano vertical y = yo. Por tanto, la derivada partial de 
f respecto de x en (xo.yo) es la pendiente de la recta tangente en (xo.yo) 


componente, y serf, por tanto, (MJrfo.yo))- ^ ^ 

con el pLo vertical x = xo, y la derivada parcial respecto de y seria la 

jTEl'vector^angente a dicha (0, 1, /,(xo, yo)). 

Estas “curvas coordenadas" definidas sobre la superficie por el procedi- 

Crecimiento y decrecimiento parcial 

Una de las consecuencias mds importantes de la interpretaddn geomdtrica de 
la derivada en fundones de una variable es su aplicabilidad al estudio del erect- 
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miento de una funcidn en un intervalo, a travfe de su siyno . Concretamente, 
si f'(x) > 0 para todo x de un intervalo I = (a,6), entonces / es creciente en /, 
y es estrictamente creciente si f(x) > 0 en /. Anilogamcnte, si f(x) < (<) 0 
en /, / es decreciente (estrictamente decredente). Pues bien, es inmediato 
trasladar esta idea al dmbito de las fundones de van as variables y conduir lo 
siguiente: 

Proposicidn 3.1 Sea R el rectdnguio 

R ={(*,»): a <*< b,c < y < d) = (a,*) x (c,d) 

• Si^>0enR, entonces /, como funcidn de x, es creciente en (a.6) 
para todo y 6 (e,d). Es dear: 

Para todo y € (c,d) y todo Xi,Xj con a < Z| < zj <b se tie ne: 

/(*!.*) < /(* J.») 

• Si se bene la propiedad mis fuerte ~ > 0 en R, entonces / es estric- 
tamente creciente enx.es dear. 

Para todo y € (c,d) y todo xi.xj eon a < Xi < xj < b se tie ne: 

< /(* *,») 

■ Andiojamente, si ^ < 0 fd < 0) en entonces / es decreciente (o 
estrictamente decreciente) como fundin de x, es dear: 

Para todo y 6 (c,d) y todo xi.xj con a<xi<xj <b se tie ne: 


/(* i.y) > /(*s> v) C<* /(*i.y) > /fe.y)) 
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Naturalmente, si la derivada parcial con signo constant® en lies df/dy, 
podemos sacar conclusiones andlogas sob re el crecimiento o decredmiento de 
f como funcidn de y para cada x constante. 

BJEMPLO. Sea la funcidn /(x,y) = e - ***. Tenemos: ^ = -2xye-* 3 », 



») Como ^ < 0 en el primer cuadrante 8 f+ = {x > 0,y > 0} y en el 
tercer cuadrante R — = {x < 0,y < 0}, se tiene: 

al) y> 0,0<*i<* J =»e-*5»>e-^» 
a2) y < 0, xi < xj < 0 => e - *?' > 

b) Como > 0 en el segundo cuadrante R_+ = {x < 0,y > 0} y en el 
cuarto cuadrante R+- = {x > 0,y < 0}, se tiene 

bl) y > 0, X| < xj < 0 e" 1 ?* < e"*J» 

b2) y<0,0<xi<xj^e" 1 > l, <e"^» 

c) Como ^ < 0 en todo el piano: x 6 R, Vi < W => e -1 ’* 1 > e~* n 

Dejamos como ejerddo al lector perfilar con mis detalle esta illtima de- 
sigualdad, teniendo en cuenta que df/dy < 0 siempre que X / 0. 

Tambita dejamos al lector interpretar geomttricamente el contenido de la 
proposicidn anterior (df/dx > 0 =» las pendientes en la direccidn del eje Ox 
son positivas =» la superfide z = /(x,y) “crece en la direccidn x”, etc.). 


Derivadas parciales y continuidad 

Una primera diferenda importante con las propiedades de las fundones de una 
variable es que, a diferenda de tstas, en una funcidn de varies variables, la 
existencia de derivadas parciales no implica la continuidad. VeAmoslo: 

EJEMPLO. Consideremos la funcidn 

/(*,») = (*.v)* (0.0) 

/(0,0) = 0 
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Existen, por tan to, las dee derivadas paidales en el origen; sin embargo, 
J no es continue en (0,0), como se vio entonces, a pesar de que existen los 
Ifmites de / en (0,0) segiin rectas y tienen todos e! mismo valor /(0,0) “ 0. 


Se rompe asf la escala de regularidad: continuidad -*derivabilidad que 
se tenia para las funciones de una variable. Por supuesto, la existencia de 
derivadas parciales de /(x,y) implica la continuidad de las correspondientes 
funciones parciales /*°,/'° (o sea, la continuidad de / en (xo,Vo) segiin las 
rectas y = yo,x = zq) pero la continuidad de J(x,y) como funtiOn de dos 
variables es una propiedad mas fuerte que eso, como sabemos. Se ve asf la 
necesidad de introducir una nocidn mis restrictiva que implique la continuidad. 
6sta sera la diferenciakilidad, que trataremos en detalle en el apartado que 
sigue y que, como apuntdbamos al final del apartado anterior, nos va a per- 
mitir una description del efecto combinado que produce en / una variation 
svnnltdnea de todas las variables de las que depende. 

Funciones de n variables 

La extension de la definition 1 a funciones de n variables es inmediata (recorde- 
mos que denotamos e, o 5 a los vectores de la base canOnica de R" y sim- 
plemente por 0 al vector (0 0) de R") : 

Definition 3.2 Sea f : D — R.donde D c R", y sea xq = (*?,x§, ...,*'’) un 
punto interior de D. La derivada pardal de f reepecto de Xi en xo es el 

^ /(«?,- ,ati • ,*S.K/(*?.- .4) 




(3.12) 



DIFERENCIABILIDAD Y APROXIMAClON LINEAL 


H /(*0 + ftgj )-/ fo ) 

™ h 

y se denota por cualquiera de las simbotos 

«*/(* 0 ), DJ{x 0)1 a./(io), J-£(*o), (|£) , /*(*o). &(*») 

Si en (oiio punto xo € D exult D„/(xo), entonces la funcidn de D en 
R dadapor 

x»> — »D*,/(ao) 

se llama funcidn derivada partial de f respecto de *j. 

EJEMPLO. Sea /(x,y,z) = e*»*cosf . Setiene: 

f^(-5)5 

(-f)f 

£ 

3.3 Diferenciabilidad y aproximacidn lineal 

El andiisis partial o aims pantos de una cierta relacidn funcional multi- 
variable que nos ha Uevado al concepto de derivada parcial tiene, sin duda, 
un valor importante, pero, como su propio nombre indica, no parece claro a 
primera vista cdmo podria proporcionarnos infbrmacidn sobre el efecto combi- 
undo que produciria una mriacidn simulUnea de todas las variables. Veamos 
bajo qu6 condiciones elk) puede ser posible. Recordemcs del primer capltulo 
que si en una fundOn lineal 

/(*,») =ttx+hg+e 

x se increments en h unidades e y en k unidades, el incremento global de / es 
A/ = /(®o + h,VO + *) - /(^O. W>) = + ** 
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siderados como doa variables independientes. Demos incrementos h y k a Xo 
e yo, respectivamcnte, de forma que el Area del rectAngulo de lados xo + he 
yo + k serA (figure 3.5): 


/(*0 + l>,yo + k) = (xo + fc)(i*i + k) = xo» + yoh + xok + kk 


A/ = A/(xo.»;M)^/(*o + ft.l*> + *)-/(*o.«i) = 

- (xo + h){yo + k)-xayt> = »oli + xok + M 

descomposicidn cuya interpretacidn geometries es evidente a la partir de la 
figure 3.5 (compArese con la figure 3.2). 





a parte, los incrementos parciales, obtenidos fijando uno de los 


A./ = f{xa + h,y)-f(xo,yo) = yol>, 
A,/ = f(xo,vo + k) -f(*o,yo) = z»k 
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con toque 

A/ = Ax/ + A,/ + A* # A,/ + A,/ 
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complementario g(h, k) cuya mayor “pequenez" para h y k pequenos queda 
exactamente reflejada en el hecho de que es un infinitOsimo de orden superior 
a la longitud del vector de incrementos (A, k), es dear, que verifies 

P^-0 cuaodo |(A,*)| = v /A* + * 2 -*0 (3.14) 

lo que se comprueba Kcilmente eu estos ejemplos. Tambfei se comprue- 
ba inmediatamente para ellos que loe coeficientes o y 6 son precisamente 
fx( x O'Vo) y fy{*0,yo), con lo que (3.13) tiene la forma 

A/ = ^(*0,»)A + »)* + j(A,A) (3.15) 

con j(A, It) verificando (3.14), formula de deecomposiddn del incremento ho- 
mdloga a la formula (3.5) obtenida para el Area del cuadrado y para cualquier 
otra funci dn de un a variable derivable (utilizando ahora, como es lOgico, la 
longitud VW + k? del vector piano de incrementos en lugar de la longitud | A| 
sobre la recta para medir el grado de aproximadOn de la parte lineal respccto 
del incremento total). <.Se tendrfi tambiOn la fdrmula dd incremento (3.15) 
para una funcidn arbitraria /(x,y) que poeea derived as parciales en el pun- 
to (xo.vo )?• En otras palabras: contando con que loe incrementos parciales, 
relatives a funciones de una variable, admiten la fOrmula de aproximaddn 

A «/ = /(xo + A,in)-/(*o,i«)) = ^(xo,»)h + 5i(fc) 

A,/ = /(*o,M + A) - /(*O.Vo) = +$»(*) 

donde hi y son “infinitfeimos de orden superior” a h y k, respectivamente 
ipodria ser que en la formula 

A / = /(*o + A,» + *)-/(*O.K>) = A,/+A,/ + 53(fc,*) = 

= gj(*o,l«)A+ ^(*o,l»)*+9(M) 

donde j = 5i+5j+53,ocurriese que g(h, k) fuese, a su vea, un infiniWsimo de 
orden superior al incremento global (A, A) , entendiendo este concepto en el sen- 
tido de (3.14)? Pues bien, la respuesta es no: a diferenda de las fundones de 
una variable, la mem edstencia de derivadas parciales de una funcidn de mds 
de una variable no gamntiza la vaHdez de la fdrmula dd incremento (3.15). 
Veamos un contraejemplo debido a Thomae. Sea 


/(*.!») = ( V^ + V 2 
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Se tiene D*/( 0,0) = D„/(0,0) = 0, mientras que 

Sw - 

1 hk hk 

v'V + Wh’ + t 2 _ A’ + f 

expresidn que carece de Umite cuando (h,k) -• (0,0), como se comprueba 
fdcilmente viendo que los lfmites segiln las rectas k — mh dependen de m. Por 
otta parte, la funcidn / s( es continua en (0,0) (derautetrese). 

Pero, como quedaba apuntado al final de la Introduccidn, la generalization 
realmente fructffera a funciones de varies variables es la del hecho de que el 
concepto de derivada permite, en las funciones de una variable, una aproxi- 
macidn local (en el entomo de un pun to so), “salvo infinitfeimos de orden 
superior" , de una funcidn cualquiera no lineal por medio de una funddn lineal, 
es decir, lo que interesa es que se mantenga la validez de la formula del incre- 
mento. Como esto no estO garantizado para funciones derivable® (que posecn 
derivadas parciales) se hace necesario, para progresar en el cOlculo diferencial 
de funciones de varias variables, introducir un concepto mils restringido, el 
de funcidn diferenciable, que es, simptemente, aquOUa para la que es vilida la 

DefinlciOn 3.3 Sea f una funcidn defimda en un conjunlo D C R J , y sea 
(so, go) tm punto interior de D. Se dice que f es diferenciable en (xo,yo) 
si existen /'(so, go), /J(x o,Vo) g, P ttm ta ^° h,k suficienlemcnte pequenos, le 

/(so + h,vo + *)•- /(* o,«)) = /£(*o,#o)k + /J(*o,K>)* + j(M) (3.16) 

ff(A> *) = /(*D + A, V0 + *) - /(* o,w) - {/K*o,goV> + f,(^Vo) k } 

llamada reeto , tdrmino de error o tirmino complementario del in- 
crement*), es una erprestdn que satisface 

lim f*' k \ = 0 (3.17) 

(MM0.0) -/h? + 

La cantidad 

<V(xo,Vo\ M) ^(*0, !*>)>* + ^(xo,Vo) k (3.18) 

considerada como expresidn lineal en ( h,k ), se llama diferencial de f en 
(so, go)- Se dice de f es diferenciable en un conjunto abierto D si lo es 
en coda punto de D. 
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La cuestfon de la diferenciabilidad es delicada en forminos tedricos, aunque, 
cn la prActica, podremos garantizar que la mayorfa de las funciones de uso 
habitual tienen, como f(x,y) = xy y f(x,y) = iPy+y 3 , esta propiedad. En 
efecto, se tiene el import ante resultado siguiente: 


Teorema 3.1 Si existen las derivadas parciales de f en Unto tin entomo U 
de (aro,9o) V son funciones continues en (xo,yo), entonces f es diferenciable 
en (*o,S»)- 

La demostraddn de este teorema es de cierta dificultad y la posponemos 
al final de este apartado. La condicfon del enundado no es necesaria para 
asegurar la diferenciabilidad; es decir, / puede ser diferendable en (xo,yo)i 
tener derivadas definidas en todo un entomo U de (zo.tm). y ser, incluso 
ambas, discontinues en (zoiVo) : la funefon de una variable 



es un cjemplo bien conocido de funddn derivable cn todo i 6 I — y, por 
tanto, diferendable, en el sentido de que, al tratarae de una funddn do una 
variable, es viilida la formula del incremento (3.5) — , cuya derivada y/(x) es 

deduce inmediatamente que la funddn de dos variables 

/(*.») “¥<*) + ¥<V) 

es diferenciable en el origen (0,0) y tiene derivadas parciales en todo punto 
(z,y) 6 R 2 que no son continuas en (0,0) (compfotense los detalies como 
ejercicio). 

A pesar de no ser en rigor necesaria, la condicfon dada por el teorema es 
‘la" condicfon de diferendabilidad a todos los efectos prActicos, es decir, en 
lo que respects a las funciones que normalmente aparecen en las aplicadones. 
Esto justifies la siguiente 

Definicidn 3.4 Una funci&n / : D ( abierto )-+ R es diferenciable con 
continuidad o continuamente diferenciable en D si existen las derivadas 
parciales df/dx , 9f/9y y son funciones continuas en todo D. Se denota por 
C'(D) al conjunto de todos las funciones continuamente diferenciables sobre 
D, que, por esta raz&n, se llaman tambidn funciones de close uno en D. 


+ £<*•»>* 
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sea, adomds, diferenoiable eo (x,pj (so (b,fc) lo as, obviamente) depende de que las 
derivadas parciales Of /dr , df/dy sean, a su ve* diferenciables, lo cual nos Ueva al 

Unicidad de la diferencial 
Toda aplicacidn lineal de R J en R es de la forma 
(h,t)— soA + fcfc 

para unos dertcs niimeros reales a y b. Puts hien, como para las fundones 
de una variable, la diferencial 

g^(*o.l»>)*+ |£(*o.vo)* 

es la linica expresidn lineal en (A,*) que aproxima al incremenlo 
f(x o + h,ya + k) - f(xo, yo) ealvo “infiniUsimos de orden superior", es dedr, 
salvo t6rminos de error g(h,k) que satisfacen (3.17). En efecto, supongamos 
que existen a y 6 reales tales que 

/(*o + h,yo + k)~ f{xo,V>) =ah + bk + g(h,k) (3.19) 

eon g{ h, k) satisfadendo (3.17). Se trata de ver que, entonces, necesarlamente 
se tiene a = ^(lo.jio), 6 = —{xa.yo) : si particularizamos (3.19) para el 
caso k = 0, obtenemos: 

/(*» + 5, Vo) - /(*o,Vo) = ah+g{h, 0) 



En particular, sifc = 0y0<|ft|<5, entonces |(ft,0)| = •JK 1 + 0 <6 y 
tenemos 


|«(M)| |g(ft,0)| 1 9(5,0) I 
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Pot tanto, dado e > 0, d mismo 6 = S(e) cuya existencia impone la 
definition de I (mite para la funciOn g{h, k) de dos variables, nos sirve como 
valor que garantiza que, si 0 < |A| < 6, se tiene 

|«|<, 

Por definition de Umite para funciones de una variable, esto signifies que 



como queriamos demostrar. 

Podemos ahora tomar el limite cuando h —• 0 en ambos miembros de 
(3.20), obteniendo 

a _ | im }(zq + K»o) - }(z<s,Vo) 
k-0 h 

que no es otra cosa que la denrnda partial de / respecto de x en cl punto 
(*0i Vo)- AnOlogamente se demuestra que b es la derivada parcial de / respecto 
de y en dicho punto. 

De acuerdo con esto, podrfamos haber adoptado oomo definition de funciOn 
diferenciable un enunciado en prindpio mils general que el de la definition 3.3: 

Definition 3.5 Sea / una fimeidn definida en un conjunto DcR 1 ,| sea 
(xOilrti) t punto interior de D. Se dice que J es diferenciablc en (zo,Po) 
si existen a,b reales tales que, para todo h, k suficientemente pequedos, se 

/(*» + A, Vo + *) - /(xo, vo) = aA + bk + g{h, k) 
donde g(h,k), llamada resto, Urmino de error o Urmino cmnplemen- 
tario del incremento, es una expresibn que satisface 

to -#*L =0 

La cantxdad 

<V(*o ,Mk,k) ah '+bk 

considerada como expresidn lineal en ( h,k ), se llama diferencial de f en 
{xo,yo), V los ntlmeros a y b se llaman coeficientes diferenciales. 

Se dice de f es diferenciable en un conjunlo abierto D si lo es en 
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5 Bxplicitando Is definicidn de limit*, la propiedad (3.17) ae puede enunciar del modo 


l9(ft,*)l<eV'ft 2 + * 2 pars todo (ft, ft) qua verified ■/&+¥< 6 (3.31) 

(Observese que 3.21 se verifies obvi&mentc para (ft,*) — (0,0) pues 9(0,0) = 0 por 
(3.10)). 



Expresidn equivalente del resto 

Algunos autores prefieren descomponer el resto que apaiece en la definicidn 
de diferencial de la forma equivalente siguiente: 

j(M) = M|(M)+Wl(M) (3.22) 

donde lim( UHM i){i(k,i) = 1 to(ft*)-*u>) &(M) = 0. Es Kcil ver que si 
g(h,k) se puede expresar a si, forzosamente satisface 
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Redprocamente, si g(h, k) satisface esta dltima propiedad basta d 


/>* + ** 


j 9(M) = 


v'A J + i i v'fc J + * 2 ^ 

■ ■/ * * g(M) \ 1. 

V^T Pv/P+F/ W'> 2 + * a v'fc s +W 

■ W,(M) + Ma(M) 


rvar que h/V&T& y k/V&TP estSn a< 
» que g(h,k)/Jh?Tk* tiende a 0 per hipdta 


*(ent 


Definition 3.6 / es diferenctable en el punto (zo.Po) « el increments 
f(x o + h,yo+ k) - f(xo,Vo) se puede expresar en la forma 

/(* 0 + 1>.V0 + *) - /(*0.J») = »>)* + jjj(zo,Vo)k + 

+Mi(M)+M|(M) (3.23) 


donde 6i{h,k), 6j(h,k) son fundones tales que 


(3.24) 


Volveremos a encontrar una multiplicidad paretida — o aiin mayor— de 
expresiones para el “tOrmino complementary” en el apartado dedicado a la 
formula de Taylor. 


Diferenciabilidad y continuidad 

Una primera consecuencia inmediata de la propia definition de diferentiabili- 
dad es la continuidad de la FuntiOn, con lo cual se arregla la “anomalia” acerca 
de las derivadas partiales que vimos en el apartado anterior. 

Proposicidn 3.2 Toda funcidn diferendable en un punto es continue en 01. 


© 
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DemostraciOn: Utilizando (3.23) se tiene, por las propiedades (3.24) de las 
funciones S t (h,k), 6,(h,k), 


(M)— (00) 


1» {/(* o + KVa + k)~ f(x 0,Vo)> = 


esdecir 


{/(*.») -/to, i»)> = o 


( It )to^)/(X, V ) = /(lo.llo) 
definicidn de continuldad en (zo.Uo)- 


InterpretaciOn geometries de la diferencial: el piano tangente 
Como hemos visto, la formula que define la diferencial escrita en la forma 

/(*.») = /to. Wo) + Ato, »)(* - *>) + /Jto. Vo)(v -po) + 

+S(*-*o,»-Slo) (3.25) 

puede interpretarse de la siguiente forma: Sean as = f(x o,po) y 
J(*> v) “ 20 + £ to. !*>)(* - *o) + 4(®o-yo)(y - ») 

Entonces l{x,y) es la timea expresuSn lineal en x, y que aproxima a f(x , y) 
salvo infinilfeimos de orden superior al mOdulo <J(x- xq) 2 + (y - yo) 2 del 
vector incremento de las variables independientes. Como sabemos del primer 
capftulo, Z = l(x,y) es la ecuacidn del piano que pasa por to.W.*)) cuyas 
pendientesenlasdireccionesxeyson f x (x o,yo) y /^to.l/o). respectivamente, 
o, en otros tOrminos, el piano que pasa por to,pc),2o) y tiene por vectores 
diredores 


(l,0,£to,Jlo)) « (O.l./Jto.po)) 


(3.26) 
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Contiene, por tanto, a las que hemos denominado, al dar en el apartado 
3.2 la interpretaddn georattrica de las derivadas pardales, rectos tangentes 
en (xo,yo,so) a la superfide z = f(x, y) en las direcdones x e y,y, por 
ello, parece Idgico Uamarlo piano tangente en (xo.yo.^o) a la superfide 
2 = /(*, y) (nombre que se vert “reforzado” cuando veamos en el capftulo 
siguiente que, de hecho, contiene a la recta tangente en (zo,yo,so) en cmlquier 
direcddn). 



Podemos entonces interpretar (3.25) de la siguiente forma: La diferencial 
<V(* o,vo\x - xtt.y - vo) = - ®o) + f,{x o.VoKv - Vo) (327) 

representa el incremenlo que ezperimentaiia la funcufn al pasar de (lo.Vo) a 
[x,y), si ista se sustituyese por su aproximacidn lineal en (xo,yo). En otras 
palabras, es el incremenlo medido sobre el piano tangente, a diferencia del 
incremento real /( x,y) - /( xo, yo). que se mide sobre la superfide z = /(*, y). 
(Figure 3.6.) 

Explicitando, se tiene que la ecuaddn del piano tangente en (xo, yo, zo) 


Z-zo = jg(*o,Vo)(* - xo) + ^(xo,yo)(y - yo) (3.28) 




112 CAPtTULO 3. DERIVADAS PARCIAI.ES. DIFEIIENCIABILIDAD 


Obsdrvese que la ecuaddn (3.28) tiene sentido (y d efin e, pot tanto, un 
piano en R 3 ) para una funddn que simplemente posea derivadas parciales en 
(xo,»o), pero, si la funcidn no es diferendable, el piano de ecuaddn (3.28) no 
tiene ninguna utilidad como aproximacidn local de la superficie. Por ejemplo, 
si J(x,y) vale cero sobre los ejes x e y y /(x,y) = 1 en los denies puntos 
del piano, entonces /i(0,0) = f t ( 0,0) = 0 y la ecuaddn (3.28) es Z = 0; la 
diferencia /(x,y) - Z vale 1 para todos los puntos del piano que no est&n en 
los ejes y ni siquiera converge a 0 cuando (x,y) — • (0,0). 

Concepto de gradiente 

Todavfa dentro de las consideraciones geomdtricas, es muy interesante inter- 
pretar el termino de primer orden 

|j(*o,l«>y> + ^(xo,yo)* 

como el producto escalar del vector incremento (A, k) y el vector 

Este vector de R 3 se llama gradiente de la funcidn y se denota por V/(xo, Vo) 
d grad/(xo,yo). Si / tiene derivadas parciales en todo D C R 1 , se llama 
campo gradiente a la aplicaddn de D en R 2 dada por 

(xo.Xo) e Dr—. V/(x o,m) = (^(*>.Kt.),^(ao,»o)) 

Si / es diferendable en (xo,yo)> entonces la diferenciol d/(xo, yoi A, A) es 
el producto escalar del gradiente de f en (xo.yo) por el vector de incrementos 
(h,k): 

df{xo,yo\ A,*) = V/(*o,yo) - (A,*) 

Por ejemplo, si /(x,y) = x 2 - 2xy s y (xo.yo) = (1,2) , entonces 
V/(x,») = (2x-2y 3 , -fixy 2 ) => V/( 1,2) = (-14, -24), 
y, para un vector de incrementos (A, k) arbitrario, 

d/(l,2; A,fc) = (-14,-24) ■ (A, A) = -14A- 24A 

Esta expresidn de la diferendal como producto escalar tiene una aplicaddn 
interesante: si al pasar de ( xo,yo ) a (xo+A,yo+A) la funddn / experiments 
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un incremento f(xo + ft, yo + ft) - f{x o, yo) y utilizamos para medirlo aproxi- 
madamente la diferencial, cabe preguntarse (y ello es Util en determinadas 
circunstanci as) por la direccidn (A, ft) de R 2 para la cual, dado un tamano 
fijo t = \ZA a + K l del vector de incrementos, se obtendria un crecimiento 
mAximo de / ; ello ocurrird cuando la cantidad 

V/(xo,l«) • (M) = |V/(j 0iJ «,)| ■ |(A,*)|cos® = e|V/(*o,#o)|coB9 
sea maxima, siendo 9 el Sngulo que forman el gradiente (supuesto no nulo) 
y el vector de incrementoe (A, ft). Como el gradiente estd dado una vez lijado 
el punto (lo.Vo) y t tambidn se supone lijado, el valor maximo se alcanzard 
cuando 9 = 0 (cos® = 1) y el valor correspondiente sera t |V/(xo,Bo)l • lb- 
nemos, pues, la misma propiedad que vimoe en el capftulo 1 para las funciones 
lineales: el gradiente de / en (zo.yo), si no es nulo, marca la direccidn de 
mdximo crecimiento de / a partir de (xo.yo), si Wen ahora hay que enten- 
der esto, como decimos, en primera aprxmmacidn, o sea, usando la diferencial 
como aproximacidn del incremento. 

En el ejemplo precedente, la direccidn de maximo crecimiento serfs la direc- 
cidn marcada por el vector V/(l,2) = (-14,-24). Como 

|(— 14, —24)| = \/772 ~ 27,784, esto signifies que, si aplicamos incremen- 
tos (ft, ft) de mddulo v/A J + * 2 = t prefijado (que podrfamos interpretar 
como un “coste” asociado al proceso incremental), el maximo incremento que 
podrfa expert mentar la funcidn sera de 27,784t unidades, y se lograrfa ese 
maximo incremento si (A, ft) estan en la direccidn de (-14,-24), es decir, si 
A/fc = ( — 14)/( — 24), o, expresado en funcidn de t, si (A, ft) = 

Naturalmente, todas estas conclusiones deben entenderse siempre en tirminos 
aproximados, resultando mds exactas cuanto menor sea t. 



» en fundonee de edlo doe variables, poee deberiamoe elegir una mueetra 





Aplicacidn al cdlculo aproximado 

La expresidn de la diferencial tiene una primera aplicacidn en el cdlculo aproxi- 
mado de incrementos, cuando no se necesita cuantificar el error cometido. 
ejemplo. En un cierto proceso productive se emplean x piezas de maquina- 
ria operadas por y trabaj adores, obtenidndose /(x, y) — 30z'^ 3 y 2 ^ 3 unidades 
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de producto. Se parte de una situaribn inicial de n> = 1000 mdquinas e 
yo = 8000 trabajadores, y se desea obtener un incremento de producdbn del 
0,2%. Analizar las siguientes posibilidades, comparando en todos los cases el 
incremento aproximado con el exacto. 

a) La empresa adquiere una nueva maquina. ,'.Cu4ntos trabajadores adi- 
cionales deberfa contratar? 

b) Por necesidades de la producdbn, cada mbquina nueva que se adquiera 
debe ser operada por dos trabajadores. iCufintas mdquinas nuevas 
habrfa que adquirir y cubntos trabajadores habrfa que contratar para 
producir el mismo incremento? 

c) ;.Cu,il serfa la forma mbs eficiente de conseguir dicho incremento? 

d) La empresa contrata a 40 nuevos trabajadores. /.Cbmo interpretar cl 
resultado obtenido? 

Solucidn: En la situacibn de partida se producen 

/(*0,»0) = 30(1. 000) ,/3 (8.000) 3 ' 3 = 120.000 

unidades de producto. El incremento buscado es del 0,2% de 120.000, es decir, 
de 240 unidades. 

Aplicando la aproximadbn propordonada por la difcrcndal, 

A/ = /(zo + A,po + *)- /(* o, Po) /»(*o ,Va)l> + M*o. »o)* 

y teniendo en cuenta que 

f, = 30<l/3)*- J V /S = 10(v/*) J/> , /, = 30(2/3)* ,/s ir I/s = 20(x/y)' /3 

/.(1.000, 8.000) = 10(8.000/1.000) 2/3 = 40 

/„(1.000, 8.000) = 20(1.000/8.000)'^ = 10 

y entonces 

V/(1.000, 8.000) = (40,10) 


A/ ~ d/(1.000, 8.000; h,k) = (40, 10) • (h,k) = 40 h+ 10 k 
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a) En este caso, h — 1, luego 

240 = 40+ 10* =» * = 20 

Por tanto, la empresa deberd contratar a 20 nuevos trabajadores. 

b) La segunda condiddn impuesta equivale a exigir que el incremento en 
el niimero de trabajadores sea el doble que el de mSquinas, es decir: 
fc = 2 h. Por tanto, 


240 = 40* + 10(2*) = 60* 



V/tTwr =^(4^10™° xX^que 18 ./“= 40/K>! ^ =V 
Entonces, 


240 = 40(4*) + 10* = 170* => * = — ~ 1,4117 
y h = 4* = 1.4117 x 4 = 5,6468 

d) Si ft = 40, 240 = 40* + 10 x 40 => h = -4. Esto significarfa que la 
empresa podrfa prescindir de 4 mdquinas y aun asf conseguir el objetivo 
de produccidn propuesto. 

Comparaciifn con las soluciones exactas: 

a) Para x = 1.001 e y = 8.020, 

/(1.001, 8.020) = 30(1.001) l/s (8.020) 2 ' 3 ~ 120.239,97 
y el incremento real obtenido serfa de 239,97 unidades de producto. La 
aproximacidn, pues, es francamente buena, debido al que los incrementos 
considerados (h = l,fc = 20) son muy pequenos comparados con los 
valores x = 1.000, y = 8.000 de partida. 

b) El incremento exacto de produccidn en este caso serfa de 

30(1.004) , ' 3 (8.006) 2 ' 3 - 120.000 =; 239,88 
y la aproximaddn es ligeramente peor que en el caso anterior, aunque se 
mantiene dentro de unos lfmites absolutamente aceptables. 
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numtricamente, llegando a la conclusion de que es muy pequeno: esto sugiere 
que, cerca del panto (1.000,8.000), las curvas de nivel dc / sc aproximan 
bastante al has de rectas paralelas lOx + 40y = const ante. 

Terminemos esta discusidn con un illtimo comentario acerca del apartado 
(c) del ejercicio. Vimos en el capftulo 1 que el gradiente VI = (40, 10) de la 
funcidn lineal I = 40x + l()y representa la direcciOn de miximo ciedmiento. 
Por otra parte, VI coincide con V/ en el panto (*o,po) = (1.000,8.000), pues, 
como sabemos, los coeiicientes a y b en la exprexidn l(x, y) =ax+ by+c son 
precisamente las derivadas pardales de / en (zq.yo). Por tanto, la elecdbn de 
V/( 1.000, 8.000) como dirccddn de miximo crecimiento ae corrcsponde exac- 
tamente con la eleccidn de VI en el problems lineal, que es cl que emplcariamos 
para pasar de la recta 40x + 10y - 120.000 a la paralela 40x + lOy = 120.240 

Pero no acaban aquf las analogfas. Como tambten se vio en el capftulo 1, 
el gradiente VI es perpendicular a las rectas de nivel de I. La pregunta Idgica 
es, pues: iqu6 relacidn hay entre el gradiente de / y la curva de nivel do /? En 
cste caso, la curva de nivel de / que pass por (1.000,8.000) se puedc poner en 
forma explicits: 

SOor^V 7 * = 120.000 v 1 ' 3 = 4.000r _,/ * => y = (4.000) 3/ V 1/J = g{x) 
y entonces podemos cdcular su pendiente: /(,) = -(l/2)(4.000)>/»x-*/», de 
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En el siguiente ejercicio se comprueba que estos resultados no son privativos 
de las funciones de Cobb- Douglas, sino mucho m4s generates. 

EJERCICIO: Se considera una funcibn de la forma /(*,») = J |”*y(x), donde g 
es derivable y m es un entero impar. Sean go £ 0 y xo tal que g{xa) # 0. 

a) Obtener su aproximacibn lineal l(x,y) en (zo,yo). 

b) Expresar la curva de nivel de / que pasa por (zo,yo) en forma explicits, 
hallar su pendiente en (xo.yo) y comprobar que la curva es tangente a 
la recta de nivel de I que pasa por (xo.SAi)- £En qu6 medida se utilizan 
las rcstricciones yo ^ Q,g(xo) 4- 0? iPuede eliminarse alguna en algbn 

c) Comprobar que V/(xo,yo) es perpendicular a la curva de nivel que pasa 
por (xo.Vo)- 

d) Repctir estos pasos para /(x,y) = (y + h(x)) m g{x), con m impar y g y 
ft derivables. Se supone ahora que in + ft(xo) # 0 y g(xg) / 0. 

e) Lo mismo con /(x,y) = e»+*<*)y(x) y f(x,y) = g(x) ln(y m + ft(x)), 
indicando las condiciones que hay que exigir a (xo,yo). 

En este ejercicio se comprueba que la relacibn de tangencia entre curvas 
y rectas de nivel no es un hecho excepcional, al menos para funciones cuyas 
curvas de nivel se puedan expresar ficilmente en forma explicits al objeto de 
calcular sus pendientes. En el siguiente capftulo justificaremos todas estas afir- 
maciones para una funcibn arbitraria f(x, y), pucs encontraremos un mfttodo 
muy sencillo para calcular la pendiente de una curva de nivel sin necesidad de 
expresar tsta en forma explicita. 

Funciones de n variables 

La extension de las anteriores definiciones y resultados a funciones de n varia- 
bles es inmediata, pero se recomienda al lector verificar por si mismo todas la 
aitrmaciones que siguen: 

Definicidn 3.7 Sea f : D — R .donde D C R", y sea xg = (x?,x§, un 
panto interior de D. 

1. El gradienie de f en xg es el vector de R" 

V/(xo) = grad/(x*) = (g(*o),g(»»), - ,|~(*o)) (3.29) 
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2. Se dice que f es diferenciable en xo si existen las derivadas par- 
dales Dif(xo) y para todo vector h — (Ai.ftj,--- ,A*) de norma |A| 
sufidentemente pequena se tiene: 

/(aS + h 1 ,4+*,, -- ,xS + A.)-/(x?,x l- ,a“) 

= + -h*) (3-30) 

donde j(hi,/i2, ...,An) es rna expresidn que satisface 


1: „ SfrlM A.) 




f(x 0 + h) - /(xo) - Vfixo) ■ A+g(A), donde Um^=0. 

(3.32) 


Si f es diferendable enxo.su diferencial en xo es la aplicacidn 

<V(xo) ■ (A,, A,, • , A.) ~ |£(*o)A. + - + |£(*®)A. - V/(xo) • A 

representindose sus valores por df(x%,x%, -- ,xJ;Ai,A 2,.. ,hn) 6 
<V(x o;A). 


S. El hiperplano tangente en xo a la grdfica de la functdn /(x) es el 
hiperplano de R" 1 1 cuya ecuacitfn cartesiana es 

x = /(*?,*?, •• ,*S) + j£(*o)(*i -**)+•••■+ |£(*>)<*« - *8) 


* = /(*o) + V/(®o) • (x - xo) 

llamando (xi.xj,--- ,x»,x ) a las componentes de los veclores de R" +1 . 
Una aplicacidn lineal de R" en R tiene la forma 

L(h) — a,h, + aqhq H h OnAn — (a* A) (3.33) 

para un cierto vector a = (ai,a 2 , ■■■ ,a„) € R" unfvocamente determinado. 
Como para las fiwciones de dos variables, se prueba en el caso general que si 
/ es diferenciable en xo, la diferencial 

4f (xo) : R“ 9 A i — > V/(xo) ‘ A = Sffa) A. + ■ ■ • + (*o)A» e R 
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es la dmoa aplicacidn lineal de R" en 8 que aproxima al incremento 
f(xa+h)—f(xo) salvo “infmiWsimos de orden superior”, o sea, que satisfoce la 
condition (3.31), la cual se express en forma concisa por 
7(* o + h) - /( xo) - V/(xo) • h = o(|A|) cuando |/a| — 0”. 

Que la funddn / es diferenciable en xo, por tan to, equivale a decir que 
existe una ilnica aplicaddn lineal L : R" — • R, dependiente, en general, de xo 
y definida por una expresidn de la forma (3.33) tal que 

Se puede adoptar este cnunciado como definicidn de funcidn diferenciable 
y, a partir de 41, se demuestra que / tiene derivadas parcialcs en xo y que L 

LW-g£(*>)h l +-+g-to)h m 

Tambi4n podemoa formular la definicidn de diferenciabilidad con la expre- 
sidn alternativa del resto g : 

Definicidn 3.8 / es diferenciable en xg si el incremento /(xo + h) - /(x o) 
se puede expresar en la forma 

/(* 0 + fc) - /(xo) - V/(xo) • A + Ml W + .. + M.W (3.35) 
donde 6t(h) son ftmciones tales que lim/,_.o 5, (f>) = 0. 

Utilizando (3.35) podemos demostrar, como antes, que toda funcidn dife- 
renciable en un punto es conhnua en tL Pero veamos la continuidad de / en 
xo por una via alternativa que nos proporciona una estimacidn del incremento 
de la funcidn. Como para el caso de dos variables, la propiedad (3.31) de la 
funcidn resto g se puede expresar en la forma equivalents: dado c > 0, existe 
6 > 0 de modo que 

|p(A)|<e|fi| para todo h tal que |fi| <6 (3.36) 

(Obsdrvese que (3.36) se verifies obviamente para h = 0 = (0,...,0) pues 
g( 0) = 0 por (3.30)). Tbmando e = 1 en (3.36), existe S > 0 tal que, si 
|A|<«, 

l/(*o + h) - /(xo)| < |V/(xo)| | A| + |j(fc)| < |V/(xo)| |fc| + 1 - \h\ = 

= dV/(*o)l+l)W 

desigualdad de la que se deriva inmediatamente la continuidad en xo- 

Nos queda pendiente la demostraddn de la condiddn suficiente de diferen- 
ciabilidad: 
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Teorema 3.2 Si / time dermadas pordales continues en un amjunto abierto 
D C R", mtonces es diferendable en D. 


Demostra 


i Hay que probar para cada io € D que 
^ Uxo + h) -/(»»)- V/(*o)- ft Q 
1*1—0 |A| 


(3.37) 


La idea de la demostracWn consiste en descomponer cl incremento 
}(xo+h) - /( io) «n una suma “telescdpica” de modo que en cada sumando sdlo 
varfe una coordenada y utilizar sucesivamente, para cada uno de ellos, el teore- 
ma del valor medio para funciones de una variable: dado 

A = (A i, hi, —,1b,) definimos loe vectores 


A<*> = ^iqe,, * = 1 n , A<°> = (0 0) , A<"> = A (3.38) 

(o sea, ft* 1 ) = (Ai,0,...,0), A® = (Ai,Aj,0,...,0), etcetera; ej son los vectores 
de la base candnica de R"; vdasc la ilustracidn de la figura 3.8 para n = 2). 
Setiene: 

/(x o + A) - /(* o) = E [/(* o + A<*>) - /(* o + b'*- 1 ')] (3.39) 

k-i 

Fijado xo e D, existe r > 0 tal que B r (x o) C D. Si |A| < r, se tendrd 
tambidn |A<‘>| < r, ya que |A (t| | < |A|; en consecuencia, 
*0 + A<*> e B r (x o) C D para todo k y, por ser la bola fl,(xo) un coqjunto 
convexo, el segmento [*o + xo + AW] esti completamente contenido 

en B r (xo) C D. Por el teorema del valor medio aplicado a cada fiincidn parcial 
x t m f{j\, ...,xi, ...,x“), existe un punto 6 D pertenedente al segmento 

que une Xo + A** -1 * y xo + A*** de modo que 

/(xo + A<‘>) - /(xo + A**-”) = A*|£k<‘>) (3.40) 

Asl pues, 

/(xo + A)-/(x 0 ) = EA»^(« < ‘ ) ) (3-41) 


/(*o + A) - /(xo) - V/(xo) A = gA* [J^ff 1 * 1 ) - |£(xo)] 
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|/(s 0 + ft)-/(x 0 )-V/fa,)-ft| 

|A| " |A| |a** U 1 dx t ™| - 



Cuando ft -» 0, los£^ tienden a xo, y, entonces, por la continuidad de 
las derivadas parciales, 

lo que implica (3.37). 

(RecuSrdese que en el teorema del valor medio para funciones de una variable 
no se exige que la derivada de la funcfon sea continue as! que, de la formula 
(3.41), se deduce un resullado interesante: Si f time derivadas parciales en 
un conjunto abierto D C R" y son funciones acotadas, entonces f es continue 
m D\ en realidad, no se necesita la acotacfon global en D\ basta suponer que 
las derivadas parciales scan localmenle acotadas, o sea, que para cada punto 
de D exists un £-entorno en el cual esten acotadas. Por otra parte, se puede 
demostrar que si / tiene derivadas parciales y n - 1 de ellas son continuas 
en D, entonces / es diferenciable en D). 



Kn+*ove*)-/<vjJ*(fo + *od-/lwd)+(fo+** + *) - /W + fc!<i)) 

Figura 3.8 

DeSnicidn 3.9 Sea Dc8" abierto. Una funcidn f : D -» R se dice que 
es diferenciable con continuidad, o continuamente diferenciable , en 
D si existm las derivadas parciales dfjdz, y son funciones continuas en todo 
D. El conjunto de tales funciones se denote porC 1 (D) y, en consonancia con 
ello, se las conoce tambibn como funciones de close uno (o de close C 1 ) 
m D. 
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3.4 Notas al capftulo 

1. Nota importante sobre la notacibn. 
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funddn compuesta x i — < f\g(z)\, que se denota fog, viene dada por la formula 
(/os)'(xo) = /'ls(xo)]V(xo) -o bien: D(fog)(xo) = (D/)[ff(xo)| ■ Dg(xo)-. 
Si introducimoa norabres para las variables y llamamos y = g(x), ; = /( y), la 
misma fdrmula en la notacfon tradicional do LEIBNIZ (a quien, por cierto, so 
debe la fdrmula) se lee 

dx dy dx 

jque incluso parece evidente! 

En resumen, hay razones de peso que ban venido bloqueando la utilizacidn 
sistemdtica de las notaciones modemas en las ciencias aplicadas. Por todo 
ello, creemos que es de interds para el lector interesado en dstas el saber inter- 
pretar bien las (a menudo crfpticas) notaciones tradidonales, pucs son las que, 
para bien o para mal, se va a encontrar en la mayor parte de la bibliografia 
especializada de su dmbito de estudio. 

2. La “expresidn analftica” de la diferencial. 

Como continuaddn e ilustraddn de la nota anterior, vamos a presenter un 
tema obligado en el desarrollo cldsico del cdlculo diferencial y que constituye 
una de las consecuencias mds llamativas del intercambio indiscriminado de pa- 
peles entre fundones y variables tan caracterfetico de las notadones y mdtodos 
tradidonales. Record emoe la definiddn de diferencial de una funddn de dos 
variables / : R s — . S 

#(*},»; K*) = ^{xo,yo)h + ^(io, !»)* 

© ITES - Panutinfo 
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Eliminemos ahor 


e la formula a la propia funcfon /, Uamando a a /( x,y): 


dz = —Ax + «rAy 





formula conocida como “cxpresidn analft ica dc la differencial” . En el cSl- 
culo de una variable, si z = /(*), la definition dz = x'Ax particularizada para 
la funcfon z = x darfa dx — Ax, con lo cual tendrfamos dz — z'dx, de donde 
la famosa notation dz/dx para if, y la no menos famosa explication "... y, por 
tanto, la derivada [de una funcfon de una variable) es un verdadero cociente de 
dtferencuxles...’ En dos variables, ya se ve que dz/dx no coincide con df/dx, 
sino con df/dx + (fl//9y)(dl//dx) (expresfon que admitiri interpretation en 
el proximo capftulo [no se lo pierdal), por k) que las derivadas parciales no son 
cocientes de diferentiales: por eso se introduce la hibrida notation dz/dx, etc 
(debida a JACOBI), en la que dz y dz no tienen sentido independiente uno del 
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Ya tenemos / para la relation entre z y (x,y). Llamemos X a la fimcidn 
X(x,y) = x, e Y a la fimcidn Y(x, y) = y- Estas son funciones lineales cuyas 
diferenciales son, simplemente, 

<Wf(*o,y»;ft,*) = ft, dY(z o,voAk) = * 

o, mSs brevemente, 

dX = h = Ax, dY = k = Ay 
La expresiOn analitica de la diferencial queda, pues, as(: 

<ff(*0,»;ft,ft) = jjt{xo,Vo)dX(xo,yo-,h,k) + ^(xo,yo)dY(xo,yo; k, k) 

(3.43) 


la cuarta variable, digamos u? Por ejeraplo, si * = ifi+xy , 


dz = (definition) = (2x + y)Ax + xAy = 

= (identification Az = dx, Ay = dy) = (2x + y)dx + xdy 

Supongamos ahora que x = u 2 , y — 3u. Entonces tendrfamos 

dx = x^du = 2udu, dy = y(,du — 3du y sustituyendo en la expresiOn de 

dz = (2x + y)(2udu) + x(3du) = (2(2x + y)u + 3x)dti = 

= (2(2ti J + 3u)ti + 3u 2 )dti = (4u 3 + 9 u 2 )du, 
expresiOn que, de forma un tanto sorprendente, cointide exactamente con 
la que se obtendrfa sustituyendo directamente x e y en la definition de z 


3.4. NOTAS AL CAPftVLO 


(z — (u 2 ) 2 + (t^)(3u) = u 4 + 3 b 3 ) y calculando la diferencial de z como 
funcidn de a: dz = z£do = (4 b 3 + 9u 2 )du. Este ejemplo ilustra un resultado 
general que demostraremos en el prdximo capftulo, la Uamada “propiedai de 
ipvariancia de la diferencial ", segiin la cual su expresidn analitica es v&lida 
tanto si dx, dy representan incrementos Ax, Ay de variables independientes 

de otras variables, fista conslituye, probablemente, el mfeito mis importante 
del sistema de notacidn de Leibniz, e ilustra perfectamente el por qu6 de esa 
enorme resistencia a abandonar, en aras de la precision en los razonamientos, 
una notaddn y una metodologfa que no cesan de causar asorabro por su ca- 
pacidad de producir formulas correctas basindose en un esquema tedrico lleno 
de conceptos mis que confusos. 

Mantenidndonos en nuestra idea de dar al lector los medioe para interpre- 
tar correctamente cualquier tipo de formulas del cilculo diferencial, seguiremos 
presentando la teorfa en los tirminos mis predsos poables (“modemos”) en 
el bloque principal del texto, y reservaremos para notas como ista los comen- 
tarios sobre el sistema tradicional. 

3. Nota histdrica sobre cl cilculo de incrementos infinitesimalcs. 

Como ya comentamos en la Introduccidn al capftulo, las interpretaciones 
geomitrica (Descartes, Pascal, Fermat, Leibniz) y dinimica (Newton) de la 
derivada son fundamentales para en tender el tipo de argumentos que se utilizan 
en el cilculo diferencial. Sin embargo, no harfamos justicia a los creadores del 
Cilculo si nos limitisemos a estas interpretaciones sin intentar explicar qud es 
lo que realmente tenfan m mente estos autorcs. 

El objetivo fundamental es, por encima de todo, calcular incrementos , 
es decir, estudiar Ay como funcidn de A = Az. Por ejemplo, si y = z 3 , 
Ay = (x + A) 3 - x 3 = 3x 2 A + 3 xA 2 + A 3 , y si y = z", la formula del binomio 
de Newton nos darfa una expresidn polindmica para Ay que incluirfa tdrmi- 
nos en A" inclusive. Y he aquf la idea bisica: sin tomar al pie de la letra lo 
que vamos a decir, es ritil visualizar esta expresidn polindmica en potencias de 
A como si fuese la descomposicidn decimal de un ntimero real. Por ejemplo, 
it = 3, 141592... = 3 + 1 x (0, 1) + 4 x (0, l) 3 + 1 x (0, l) 3 + .... La difcrcncia 
fundamental entre ambas expresiones es que, a diferencia del desarrollo deci- 
mal, al cilculo diferencial no le interesa fijar A = 0, 1, sino todo lo contrario: 
se trata de estudiar la dependencia de Ay como funddn deh = Az, sabiendo 


a) Al menos en estos ejemplos sencillos, la relacidn fundonal entre ambos 
es de tipo polindmico. 

b) Interesa, sobre todo, describir dicha relacidn para ualores pequenos de A. 
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de A / son, precisamente, los temas esenciales del cAlculo diferendal, particu- 
larmente el segundo: ^cudndo y en qud contexto podemos garantizar que la 
aproximacidn A / = Ixh es “suficientemente buena”? Indiquemos finalmente 
que el resultado mas asombroso de toda esta empresa es la posibilidad de 
utilizar y corabinar los valores calculados con estos mdtodos asumidamente 
aprcodmados y obtener resultados ezactos (pot ejemplo, en la teorfa de la 
optimizacidn o en el cdlculo de dreas de figuras curvilfneas, mcdiante el cdlculo 
integral). 

Para ver cdmo se puede Uevar a cabo este proyecto de “estudiar incremen- 
toe”, recordemos que, en general, si /(*) es un potinomio, A / es un polinomio 
en ft del mismo grado cuyo tdrmino independiente es nulo, es decir: 

A/ = A(z)h + B(z)h 2 + C(z)h? + ■■■ 


(donde hemos escrito A(x),B(x),C(x)... en vez de A,B,C... para dejar data 
su dependenda de x) . El problema es calcular estos coefidentes. La ausencia de 
tdmino independiente permite dividir por ft sin salirnos del dmbito polindmico: 



iQud sucede para f(x) = l/xl En este caso, 


A/ ^TA~x . (» + ft)x -1 
ft ft ft {x + h)z 

y podemos hacer ft = 0 en la formula anterior, obteniendo A = -1/z 2 , gradas, 
una vez mds, a la simplificaddn en numerador y denominador del tfirmino ft 
en la tiltima igualdad. Parece, pues, posible extender el mdtodo al dmbito de 
las funciones radonales. 
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Ahora bien, iqu4 hacemos con /(x) = senx? Si simplemente hacemos 
h = 0 en el codente incremental 

A/ sen(x + h) -senx 
h h 

todo lo que obtenemos es 0/0- Para proceder como en el caso polindmico, 
deberlamos hallar un factor h en el numerador, que pudiese cancelaree con el 
h del denominador. Pero, £c6mo hacerlo? 

Es el concepto matemitico de linute . analizado en el curso de funciones 
de una variable, el que resuelve, desde el punto de vista tedrico, el problema 
de hallar el “verdadero valor" de la fracddn anterior para h — 0. En otras 



lfmite cuyo valor exacto es conocido en este caso (= 1). Es interesante que 
la priracra vez que aparece la palabra Ifnute en el sentido que le damos hoy 
es en un eplgrafe con ese nombre, escrito por d’Alembert -por encargo de 
Diderot- para la famoea Encidopedia Frances* de 1751. Vemos asf que el 
avance principal hacia la fundamentaddn Idgica del cilculo diferendal es una 
empresa “enddopedista”... 

- Conviene saber que esta forma de Uegar al concepto de derivada como 
coefidente diferendal se corresponde con la vereidn dada por LAGRANGE, en 
la que la palabra derivada aparece por primera vez en su sentido originario de 
dedtidda: 


"... desarrollando /(* + h) - fix) en serie 

Ah + Bh i +Ch* + - ■■ 

en la que las cantidades A,B,C,..., los coefidentes de las poten- 
das de h, serin nuevas funciones de x, derivadas [deduddas] de la 
funcidn primitive f(x ) e independientes de la cantidad h. 

La formaddn y cAlculo de estas diversas funciones es, a dedr ver- 
dad, el verdadero objeto del nuevo cilculo, llamado diferendal..’’ 

Lagrange pretendfa asf elvdir el problema del paso al lfmite. La dificultad, 
naturalmente, estriba en que habrfa que saber a priori que el incremento 
A/ se puede expresar en potendas de A, lo cual no es derto en todos los casos, 
aunque sf lo es en los mis importantes. 

© ITES - Panurinfo 
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3.5 Problemas 

J. Dada f(x,y) — zy 2 , hallar 8//9x en el punto (1,2) aplicando la defi- 
nicidn de derivada pardal. Lo mismo para un punto arbitrario (zo.yo). 

2. Hallar df/dx,df/dy (y df/dz en su caso) para las siguientes funciones: 

(a)*'y J -3iV+5i 1 -V (b) ^ W + 1 

(c) ln(* 3 +y J + e*») (d) 

3. De una funcidn /(z,y) s61o se conocen sus valorcs en los puntos de la 
forma (l,y), quc resultan ser /( l,y) = seny. iQu6 derivadas pardales 
de / pueden calculate y en qu6 puntos? £Pueden obtenerse las curvas 
de nivel de / ? 

4. Probar que la funddn /(i.y) = es decreciente en x para cada 
y > 0 fijo. iCudles son las curvas de nivel de dicha funcidn? ;,Qu6 pasa 
si y <0? 

5. Para cada una de las funciones 

/(*,») = J^*p « (*.») I s (0.0), /(0,0) = 0 

/(*,y) = xyln(?+y J ) si (z,y) / (0,0), /(0,0) = 0 

}(x,v) = p^p « (*,y) ¥■ (0.0), /(0,0) = 0 

se pide estudiar las siguientes cuestiones: 

(a) Continuidad de / en cada punto (z,y) de R 2 . 

(b) Gxistencia y continuidad de las derivadas pardales en cada punto 

(*.») € R 2 . 

(c) Diferendabilidad de / en cada (z,y) € R 2 . 

6. Para las siguientes funciones, calcular sus derivadas pardales en un punto 
gen&ico (z,y), y dibujar aproximadamente su vector gradiente (caso de 
existir) en los puntos (0,0), (0,1) y (1,0) : 

(a)zV+co<<(*y) (b) e* 4 * + ln(z + 1) 

(d)z»y'-,0<o<l constants 

(«)^r 
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7. Para las siguientes funciones. dibujar aproximadamente las curvas de 
nivel, calcular el gradiente en el punto (0, 1), comprobar que Gste es 
ortogonal a la curva de nivel que pasa por (0,1) y escribir la ecuatidn 
del piano tangente en (0,1, /( 0, 1)) a la superficie z = /(z,y ) : 


(a) 2* 

(•) 


(bjy-i* 
(A)x‘ + y t 


Lo mismo para el punto (1,2). 


Dibujar el gradiente de f(x,y,z) = z - y - z{x + y) en los puntos 
(0,0,0) y (0,1,0). ;.En qui puntos (i.y.z) se anula el gradiente? Lo 
mismo para la funddn f(x,y,z) =x + y — z{x + y). 


9. Obtener el gradiente de la funciOn /(z,y) = zy 2 . Dibujarlo para los 
puntos (1,0), (0, 1) , (l/v/5, l/v/5). Calcular la norma |V/| en un punto 
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12. Obtener la diferencial de 2 = /(z,y) = x*y en el punto (1,1) para 
los incrementos Ax = 0, 1 , Ay = 0,2. Calcular el incremento exacto 
Az correspondiente a los valores dados. iCu4nto vale Az - dz? lY el 
error relativo (Az - dz)/dz ? Repetir los cdlculos para Az = 0,001, 
Ay = 0,002. j,Es la aproximacibn (en tirminos relativos) mejor en este 
segundo caso? 

13. Se considers la funcidn 2 = /(z,y) = — . Se pide: 

(a) Establecer su dominio de definicidn. 

(b) Calcular su gradiente. £En qu4 puntos no existe el gradiente? 

(c) Obtener la direcddn de m£ximo credmiento de /(z,y) apartirdel 
punto (1,2). Si se cligen Az, Ay en dicha direccidn de forma que 
se tenga (Az) 1 + (Ay) 1 = 0, 1 <,cu41 cs — aproximadamente— el 
incremento Az? 

(d) A partir de los valores x = l, y = 2, z = 2 icufato debemos 
modificar y sin modificar z para que el nuevo valor de z sea 
aproximadamente 2,01? 

14. Sean f,g : R" — R dos funciones diferendables. Probar que: 

(a) V(/ + a) = V/ + V 9 

(b) V(/ 9 ) = /Vy + S V/ 

(c) V(/*) = fc/*-‘V/ 





2 = yln(z 1 -y 1 ) 

* a +y J 



xdx ydy y 1 
dz 3z _ 3 
X dx +y 9y 2* 
dz dz 

X di +y di = * m2z 

,dz dz 

x aZ + xy a^.~ yz 




Capitulo 4 


Consecuencias de la 
diferenciabilidad 


La diferenciabilidad es la nocidn clave sobre la quo se desarrolla el cAlcu- 
lo inferential que extiende a las funciones de varias variables rosultados tan 
fundamentales como la regia de la cadena o el leorema del valor medio. A 
ellos dedicamos este capitulo, as! como a los primeros pasos en la importante 
cuestidn planteada en el capitulo 1 de si una ecuacibn F(x,y) = 0 define o 
no una fimtidn mplitila. En el primer apartado se establece la regia de la 
cadena para derivar funciones compuestas, empezando por la situation mite 
sencilla, en la que queda recogida la idea esencial, y prosiguiendo con sucesivas 
generalizaciones; como aplicaciOn se ven la formula que permite el cOlculo de 
las derivadaa directionala de una funciOn diferentiable, el teorema del valor 
medio para funciones de varias variables con algunas de sus consecuencias, 
y el teorema de Euler para /undone) homogtneas. de gran interOs en ciertas 
aplicaciones, en particular en Economfa. El scgundo apartado estO dedicado 
a la mentionada cuestiOn de las funciones definidas impltcitamente, muy im- 
portante en las aplicaciones pues, con frecuencia, el modelo matemOtico del 
fenOmeno bajo estudio viene dado en forma de ecuaciones que satisfacen las 
variables implicadas y se plantea saber bajo quO condidones dichas ecuaciones 
definen ciertas variables como funciones de las restantes. Estudiaremos esto 


, capitulo 9. 
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4.1 La regia de la cadena 


la derivada de la funcfon compuesta I > — • /(s(t)), que se denota por fo g, viene 
(/ ° 9)'(fo) = /'l9(<e)l • En notacfon traditional, 
i en la nota 1 del apartado 
3.4, la expresfon de la regia de la cadena es extraordinariamente simple: 


y parece dcducirse de manera inmediata de la existentia de las derivadas dx/dt 
y dz/dx, pasando al Umite cuando At — 0 (que implies Ai -• 0) en la 
identidad algebraica 

(“i 

El problema es que la variable x = g(t) puede responder con un incremento 
Ax = 0 a un incremento At = t-tc ^ 0 y cntonces la expresfon (4.3) no tiene 
sentido; por eso la demostraefon ha de ir por otro camino que, se recordard, 
Utilize la propiedad de diferenciabilidad de las funciones / y g (o sea, la 
formula (3.5)), que, por ser de una variable, est4 garantizada por la existentia 
de derivada. 

Parece, pues, claro, que para disponer de una regia de la cadena para fun- 
ciones de varias variables habrd que partir de la hipdtesis de diferenciabilidad. 
Veamos un primer resultado para funciones de dos variables: 

Teorema 4.1 Sea f(x,y) diferenciable en un conjunto abierto D de W?y 
scan a (t) V v(t) derivable* en un intcrvalo 1 de R tale* que (u(l),o(t)) e D 
para todo tel. Entoncea, la funcuin compuesta 


nt) = /.(«(*), u(t )) - At) + /»(“(‘).»(0) • At) 


F(t)-f(lo) /NO,«(0)-/(u(<o),v(to))- 


(4.6) 
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Utilizaremos la diferenciabilidad de / (con la expresfon (3.23) del resto): 

/(*,») - f(zo,w) = /*(» o,«o) (t-xo)~ j y {x o,yo) • to - »)+ (4 7 , 

+(i - ar 0 ) • Si(x - xo.y - wo) + to - !«) • h(x - xo,V - Vo) 

lim tfi(*— *o,w — wo) = lim 4 2 (* - zo,y - po) = 0 (4.8) 

<*■»)— <*<>.»•) 

en el punto (x 0 ,yo) = (u(lo),«((o)); con (*,») = (u(t),»(t)) se obtiene de 
(4.6) y (4.7): 

- "**.«*•&£* + 

+ " (t |~" (ta) • <iWt) - u(io),«W - »(to)) + 

+ «'(*) - y(4o) . fcW() _ u{u> )Mt) - W(to)) (4.9) 
t-to 

Como u (t) y v(() son derivables se tendril: 

.«h*Mta «,(!,), «w-y ta/w 

Por otra parte, por ser derivable* son continuas (son funciones de una 
variable), con lo que (u(t), «(t)) — (u(to),»(«o)) cuando t to y, en conse- 

lim 4,(u(t) - u(<o), v(<) - t/(to)) = 0, i = 1,2 
Ast pues, tomando Kmites en (4.9) se tiene: 

Urn F(t |^ (to) = fMto)A*o)) ■ "'(to) + /,(«(to), "(to)) • t/(to)+ 
W(to) • 0 + ./(to) ■ 0 = /,(u(to),n(to)) • u'(to) + /,(u(to), »(«o)) • «/(to) 
como querfamos demostrar. 

Si z = f(x,y), x = u(t), y — v(t), podemos expresar la formula (4.5) eh la 
forma abreviada 

dr _ 8sd* 
dt dzdt 9 ji dt 


(4.10) 
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que, a pesar del riesgo de confusidn que entrana el denotar por variables a las 
funciones y omitir los puntos en que se evaltian gstas, tiene la ventaja de que es 
mucho n i it' ftcil de recordar. Atenddn: dx y dx “no cancel an", su signilicado 
es muy diferente y la fdrmula (4.10) no tiene la “evidenda algebraica” que tiene 
(4.2). 

EJEMPLO 1. Siendo z = i 2 !/ 3 , donde x = e“, y = t s , calctilese dz/dt. 

Sustituyendo x e y por sus expresiones como funciones de I ae obtiene: 

£ = 4e J 't , e* + 6eVt = 4t 8 e* 1 + 6tV = 2t 5 e 4 ‘ (2 1 + 3) 

En este ejemplo tan simple se puede, naturalmente, construir primero la 
funcidn compuesta 

a(l)-(e*)V) s 


y dcspufet derivar 

^ + 41 V = 2tV* (2t + 3) 


La demostracidn del teorema 4.1 se generaliza sin dificultad al caso de 
funciones de n variables: 

Teorema 4.2 Si /(n,...,Xn) es diferenciable en un conjunto abierto 
DC R"y U|(t),...,Un(t) son funciones derivables en un intervalo I de 
R tales que (ui(i), ...,Un(t)) € D para todo t G 1, entonces la funcidn com- 
puesta 

* • — ► ^(*) = /(«,(*). -,«-(*)) (4-U) 

tiene derivada en todo t a I y vale 

m = !£(«.(<), -,«.(»)) • x'.w + - + ^(«i(o. «.(*)) • <(<) (4.12) 
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La version 


simplificada de (4.12) es, con a =/(*i, y *1 = «!<*)» — > 


dz _ dz dx i 5a din 

dt Art dt + din dt 


(4.13) 


Del teorema 1 se obtiene tambten una regia de la cadena para el caso en 
que las variables intermedia s dependan a su vez de ra4s de una variable: 


Teorema 4.3 Supongamos que /( x,y) es diferenciable en un conjunto abier- 
to D C R 2 y que las funciones u (s,t) y v(s,t) tienen derivadas parcmles 
en un conjunto abierto O C R 2 . Si se supone que (u(s,t), »(»,!)) € D para 
todo (s,t) 6 O', entonces la funcidn compuesta 

(.,t)~F(s,t)-Ma,t)M»,t)) (4-14) 

Hew derivadas parciales en Dt y valen 

F.(»,t) = /.(«M,«M) ■ «.(«.*) + • «.(«,*) (4.15) 

F,(s,t) = /.(u(s, !),«(«,()) • «,(*,() + /»(u(a,t),v(s, 0) • ®i(«.Q (4-16) 

Demostracidn: Para a fijo, u(a,t) y »(s,t) son funciones derivables de la 
ilnica variable f, y, por el teorema 1, la funcidn t ' — > F(s, f) es derivable y su 
derivada, o sea, la derivada partial F t (s,t), viene dada por (4.16); la formula 
(4.15) se demuestra de la misma manera. 


Como antes, si z = /( x,y) y i = u(s,t), y = o(s,t), podemos expresar 
(4.15) y (4.16) en la forma simplificada 

9z _ dzdx Ozdy 
ds dxds dy ds 
dz _ dzdx dzdy 
dt ~ dx dt + dydt 


EJEMPLO 2. Si z = iV y i = s 2 + t 2 , y = st,se tiene 

I = 

= 4s(s 3 + t 2 )* 3 ! 3 + 3t(s 2 + f^W = t 3 * 2 (7s 2 + 3t 2 ) (s 2 


Acdt + flydt - 

: 4t(s 2 + tVt 3 + Ms 2 + P)W = s 3 t 2 (3s 2 + 71 2 ) (s 2 + t 2 ) 


2 = 22 + *§«2*'(*> + t^(i) = 
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EJEMPLO 3. Con frecuencia, es conveniente en el estudio de determinada 
funcidn f(x,y ) hacer un cambio de variables, es decir, suponer que x e y 
dependen de dos nuevas variables 

* = u(«,0,ir = »(*, 0 

con la idea de que la expreridn de la nuera funcidn (compuesta) 

(*•*) ' — • F(s,t) = /(u(s, t),v(s, t)) 



que da el teorema anterior (y el que sigue, para el caso de mds de dos variables). 
Con la advertencia de rigor, podremos en la prdctica denotar con la misma 
letra z los resultados de las actuaciones de / y F 


* = f(x,y) = F(s,t) 


y escribir para las derivadas 

z* = J.,z,-f„z.-F.,z, = F, 

Por ejemplo, si en la funcidn z = f[x,y) ae hace * = rcosO, y = rsen 0 
(cambio a coordenadas polares ) entonees 

(f ,9) “ g^(rcoefl,rsen0)-coe» + ^(rcos0,rsen0)-sen0 

M “ -g(rcos9,raenfl) rsen9 + ^(rcos»,rsen9) rcoee 

y, en forma simplificada, 

Zr = z x cos0 + z t sen0 , z* = -z,rsen0 + z,rcos0 
(Ejercicio: expresar 2,, z, en t6rminos de Zr, zt\ comprobar que se satisface 

4 + 4-i + i*- 

Esto es la expresidn en polares de |V/| 3 .) 




REGLA DE LA C ADEN A 


4. Sobre los peUgros de las notadones simplificadas 
rgamos que se tiene una funciOn z = /(x, y) y que, en la aplicaciOn 
en que se est4 trabajando, y results ser functor de x y de otra variable 
t : y = y(x, t). Se tiene entonces la functor compuesta dependiente de x y t : 

(x,t)-/(x,9(x,f)) = F(x,0 

Denotando, como es usual en la prOctica, con la misraa letra z los resultados 
de las actuaciones de / y F:z = /(x,y) = F(x, t), hay dos significados para 
'jf- . Para no caer en confusion, es necesario indicar cu41 es la otra variable 
independiente que se supone fija en la derivation respecto a x : 



es la derivada respecto a x cuando son x y t las variables independientes y 
t se mantiene fija (o sea, F,). Con este tipo de notation, la regia de la cadena 
del teorema anterior da: 

I), -(!).*©.(!), 


En efecto, introdutiendo provisionalmente una variable s que coincide con 
x, de modo que se tenga x = s , y = g(s, t ), o sea, en los tOrminos del enunciado 
del teorema 4.3, u (s,t) = s , v(s, t) = g(s,t), la formula (4.17) derive de (4.15) 
teniendo en cuenta que u,(s,t) — 1. 

Si no se utilizasen los subfndices, la formula (4.17) se escribirfa 


dz _ dz dzdy 
9x dx + dydx 


(4.18) 


y su interpretation serfa confuse, pues, asf escrita, implicarfa que = 0, 
lo que, naturalmente, no tiene por quO ocurrir en general: por ejemplo, si 
z = x + y e y = x + l 2 , se tiene % = 1, g = 1 y, en consecuencia, 

En TermodinOmica, por ejemplo, se hace necesario utilizar este convemo 
de los subfndices para establecer las relaciones existentes entre las magnitudes 
basicas que en ella intervienen. Asf, la enlalpia E se puede considerar funtiOn 




142 CAPtTULO 4. C0NSECVENC1AS DE LA DIFERENCIABILIDAD 


de la preside P y la temperature T: E = f(P,T), pero, a su vez, la presidn 
es fur.cion de la temperatura y el volumen V : P = glT, V), con lo que 



En el cdlculo concrete referido a funciones especfficas, quizS se puede tra. 
bajar m4s informalmente manteniendo la alerta sobre los peligros senalados; 
asf, si a = 5X 3 + sen y, y = x 2 + 1 1 , hariamos (para la derivada de z respecto 
a x “final”, o sea, de la funcidn compuesta): 


dz 

dx 


f ‘ * V 

15X 2 + 2xcoey= 15x* + 2xcos(a* + (*) 


El teoreraa 3 se extiende sin dificultad a un nilmero cualquiera de variables: 

Teorcma 4.4 Supongamos que f(x i ,...,x n ) es dijennctnbk en un conjun- 
to abierto D C R" y que las funciones u ] (t l ,-,t m ),...,u n (t u ...,t m ) tienen 
derivadas parciales en un conjunto abierto O C R m Si se supone que 

«*l(<l. -,*■»),-, «.(*! Un) € D para todo t = (*, Un) € D 1 , entonces 

la funcidn compuesta 

O' 3 (1, U.) - 1 is F( t) - /(»,(«) «■(*)) 

tie ne derivadas parciales en O y valen 

g(0 = A/MO o.(0) • g(0 + - + A/MO “.(O) ■ g(0 


£ W = A/MO 0.(0) • £w + - + A/MO < 

En forma simplificada, como en los casoe anteriores, 
dz dz dx\ dz dxn 

dt[~ dxidti + " + dx n dti 

dz _ dz dx 1 dz dxn 

dtm dxidt„ ■" dXndUn 


E W 

(4.19) 


(4.20) 
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Derivadas direccionales 

De la misma forma que las derivadas pardales de una funcidn 
/ : D C R J -* R representan las pendientes de las curvas coordenadas 
trazadas sobre la superiicie a = f(x,y) siguiendo las direccioncs de los ejcs 
x e y, podemos plantearnos, como hicimos en el primer capftulo para el caso 
de los pianos a — ax + by + c. qu6 concepto aniUogo nos dard la pendiente 
de la curva trazada sobre la superiicie en una direccidn arbitraria dada por 
un vector u = (tq.uj) umtario (ffi] = 1). Como la ecuacidn paramMri- 
ca de la recta que pasa por (xo.Vo) y tiene a u por vector direccidn es 
(x = *o + = W + ttis}, la mendonada pendiente vendrla dada anallti- 

camente por el limits del slguiente cociente incremental: 

f[xo + txn,yo + tvi)-f(xo,yo) 


obtenido dividiendo por t el incremento que experiments / al pasar de (xo.Ko) 

s^gno) q^separal los valor 1 finales de las variables 

independientes de los iniciales, pues 

dist((*o + tui.jio + tuj),(zo,vo)) = |(tui,tua)| = |t| |(ui,uj)| = |t| 

Esto motiva la definicidn slguiente 


Definicidn 4.1 Sea f : D -> R, sea (xo.j/o) un punla interior ie D y 
S = (ui,«i) un vector umtario. Se llama derivada de J en (xo>S/o) en 
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la direction del vector S al Undte (si ex iste) 

^ /(J o + tui.HD + - f{*o,Vo) ( 4 21 ) 

y « denote D s f(x o,Vo) <* |^(*0,K>)- 

Siendo a un Angulo entre 0 y 2», a € (0,2*), la direction de Angulo a (o, 
simplemente, la direction a) es la dada por el vector unitario (cos a, sen a). 
Se denomina derivada de / en (xo.po) en la direccidn q a la derivada de 
/ en la direccidn del vector (cosa.aena). Se utiliza a voces la representation 

D»/(*o,Vo). 

Vemos que, a consecuencia de su propia definicidn, las derivadas parti ales 
no son otra cosa que las derivadas de / en las dirtcciones printipales a = 0 
(u = Si = (1,0)) y a = */2 (S = ej = (0, 1)), es decir. 

D,/(® o,W>) = o,Vo), D v J(x o.yo) “ D*,f(zo.Vt>) 

Por tanto, las derivadas direccionales son un a generalization o extension 
del concepto de derivada partial, y se emplean cuando se desca estudiar el 
comportamiento incremental de una funcidn cuando sus variables se mueven 
en una determinada direccidn, o lo que es lo mismo, cuando su variacidn se ve 
forzada a satisfacer una determinada restriccidn lineal que no consist* en fijar 
una de las variables y variar la otra. 

EJERCtCIO. Probar que D ( _a)/(x o.Bo) = -Os/(xo,yo), e interpretar esta 


Como en el caso de las derivadas pardales, para calcular una derivada 
direccional basta derivar la funcidn de una variable 

/(*® + ttM,yo + t»j) 

particularizando en t = 0. Veremos enseguida un mttodo mAs sencillo para 
efectuar este cAlculo, pero hagamos mientras tanto un ejemplo: 

BJBMPLO 5. Para hailar la derivada de f(x,y) = x? - ixy 3 en el punto (1,2) 
en la direccidn de Angulo 30°, obtenemos u = (cos30°,sen30 0 ) = (v/3/2, 1/2), 
y formarnos 

^(t)=/(i+t^/2,2+t/2)= ~ 2 ( 1 + ^ r ) ( 2+ |) 3 
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resultando 



y 0'(O) = -7y/3 - 12 ~ -24.124. fete es el valor de la derivada dircccional 
pedida, y signifies que, si (x,y) se mueven t unidades de longitud por la recta 
que pasa por (1,2) y hace dngulo de 30° con el eje x, la funcidn decrece 
aproximadamente -24.1241 unidades, siendo tanto mejor la aproximaeidn (en 
terminoe relatives) cuanto rnas pequeno sea 1. Compdrense comma calculadora 
los valores exacto y aproxiraado para distintos valores de 1. 

La interpretacuSn geomttrica de las dmmdas direccionales es, efectiva- 
mente, la que habfa motivado su definition. En efecto, la grdfica de la fun- 
tidn 0(1) = /(* 0 + tu,, w + luj) no es m4s que la curva intersection de la 
superficie z = /(x, y) con el piano vertical cuya ecuacidn paramMrica es 
{x = xo + tt*i,y = yo + iu j,x arbitrario), y, por tanto, la derivada de f 
«n (*o,tt>) segiin la direction del vector unitario u es la pendiente de la cur- 
ed intersection de la superficie z = /(x,y) con el piano vertical determmado 
por la recta del piano z = 0 gue pasa por (xo,yo) « tiene la dircccidn de u 
(ligura 4.1). Llamaremos a «sta ‘curva coordenada en la direccidn C” o “curva 
ti-coordenada" que pasa por (xo, W, so)- Lo mismo que habiamos llarnado “pa- 
ralelo" a la curva coordenada asociada a u = (1,0), y “merldiano" a la asocia- 
da a S = (0, 1), podrfamos llamar "curva de direccidn o" a la correspondiente 
a S = (cosa.sena). El vector tangente a esta curva tiene por componentes 



horizontales las de u, y como componente vertical la propia derivada direc- 
tional, es detin (ui,tid,Di/(xo,M)))- De aqul podemos obtener directamente 
las ecuaciones paramttricas de la recta tangente en la direccidn u = (ui.us) : 
x = xo + lui, y = yo + lUd, z = zo + tDaf(,xo,yo)- 
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Asi, pot (10,110,20) pasa una familia o “haz” de curvas tecoordenadas. 
Para cada una de estas direcdooes, la existencia de la derivada direccional 
D a f(x o,l*>) equivale a la existencia de recta Umgente en (xo.po.ao) a la cur- 
ve fl-coordenada. De tatas, conocemos dos con seguridad: las tangos al 



que no sertaWgico que estas direccioncs particulates jugasen un papel distinto 

jetura es ailrmatlva : bajo la hipitesis it difmnciabMad, las tangentes a las 

oTw.*o) a la superficie 2 = /(*,»). Esto se deduce de la siguiente fdrmula 
do la derivada direccional. la cual permile, bajo dicha hipdtaris^calcular 

cabo, la cscnctade la difcrenciabilidad reside, prccisainente, on poder calcular 
— aproxiraadainente — respuestas a incrementos arbitrarios ( h , k) conociendo 

sdlo /i(lo,»o),/l(*0,W),Ay *• 

Teorerna 4.5 (Formula de la derivada direccional) 

Sean DC 9? abierto, (xo.yo) € D, f : D — R diferenciable en (xo.yo) V 
u = (01, uj) un vector unilario. Entonces existe Dcf(x o,«o) V rale 

Daf(xo,yo) = g-(*o,K>)«i + gj(*o,»>)<*a ( 4 - 22 ) 

es dear: 

0 s/(x o,Vo) = df(zo,yo\u\,ua) 

Pot tanto, la derivada de f segtin el vector u coincide con el valor de la dife- 
rencial correspondiente a tomar u como vector incremento . 

Demostracidn: Dsf{x 0,110) es, por defmicidn. la derivada de la luncidn 
M.t) = f(x 0 + (ttl.to + tux) 

en t = 0 . Ahora bien, <p(t) es la funcidn compuesta 


>fMt)Mt)) 
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donde Ui(t) = Xq+ tej, ua(t) = yo + tU2 son fundones de una variable obvia- 
mente derivable®. Aplicando el teorema 4.1 vemos que 4>'(t) existe y vale: 

m = ■ «1 + AMO.tnW) ■ »» 

de donde, para t = 0, se obtiene (4.22). 

EJEMPLO 6. Calculamos antes, aplicando directamente la definidOn, la deriva- 
da de /( x,y) = x 1 - 2ip 3 en el punto (1,2) en la direcddn de 4ngulo 30°. 
Recordemos que S= (cos 30°, sen 30°) = (t/3/2, 1/2); por otra parte, 

de donde 

^(1,2) = 2 • 1 - 2 • 2 s - -14, ^(1,2) = -6.1 .2* = -24 
y, por tanto, 

Dtf d.2) = g(l,2)u, + g(l,2) U3 = 

- (_14)^ + (-24)i = -7v/5-12 

que coincide con el valor obtenido anteriormente. 

Vamos ahora a comprobar que el piano tangente contiene efectivamente a 
todas las rectas tangentes a las curves coordenadas en todas las direcdones. 
Para ello, nos apoyaremos en la siguiente propiedad, que se deduce directa- 
mente de la discusidn sobre pianos del capftulo 1: 

Sea jr tm piano que pasa por el punto P y tie ne vectorea direclorea 
Vi y Vj. Entonces dicho piano estd formado exactamente por todas 
las rectas </ue pasan por P y cuyo vector director es combinaci6n 
lineal deViyVy. 

Pues bien, un vector director de la recta tangente en la direccidn 2 es, 
V e = ( Ul , U2 ,D.-/(xo,po)) 

con los casos particulares 

^l,0,^(xo,yo)^ para u = e), ^0,l,|£(xo,s»)) para u = ei. 
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para las tangentes en las direcciones coordenadas. 

Pero 

D a /(*o.») = ^(io.»o)ui + ^(xo.!tt)uj 


Ai/(*o>»>)) = «i (l.O.^fxo.yo)) + us ^0,l,^(xo,yo)) 

y vemos que es combinacidn lineal de los vectores directores asociados a 
las direcciones e) y <’V Dicho de otra forma, y como querfamos demostrar, la 
recta tangente en la direccidn tf pasa por (rro.yo.ro) y su vector dirartor rat4 
en el piano que contiene a dicho punto y tiene vectores directores y Vrj , 
que no es otro que el piano tangente definido en d capftulo anterior. 

De la fdrmula de la derivada direccional 

Daf(xo,Vt) = ^(*o,Ko)ui + ^(*o.yo)«J “ 

= V/(zo,|*))-tr= |V/(*o,yo)|co»9 

vemos tambidn que la mdxima derivada direccional se obtiene en la direc- 
cidn del vector gradiente (cuando cos 9 = 1), o sea, para el vector unitario 

V/fo,» o) 

|V/(*o,»o)l 

y esc valor mdximo es |V/(io,yo)| . Esto es una refbrmuladdn del resulta- 
do visto en el capftulo anterior: el gradiente de / en (ro.f/o), si no es nulo, 
marca la direccidn de mdximo crecimiento de / a partir de (xo.Vo), en el sen- 
tido de que la pendiente (derivada direccional) en esa direccidn es mdxima, 
y el mddulo o norma del gradiente represents la mdxima derivada direc- 
cional, o sea, el mayor increment© que puede experimentar la funcidn si las 
variables sufren un incremento (vectorial) unitario — todo esto entendido en 
primera aprozimacidn, es dear, usando la diferencial como aproximacidn del 
incremento — . Vemos asf que tanto el mddulo como la direccidn del gradiente 
tienen una interpretacidn natural, razdn por la cual estd justificado conside- 
rar el par de derivadas parciales como un vector en su sentido originario de 
segmento orientado. 

. derivada segilo 


final del capftulo 


/<*.») (*.»>»‘W.o> 

/(0.0)=0 


A la vista da la formula (4.22) ae suelc preguntar: iq u* distingue a la derivada 
eccional de la diferencial, pues ambas tieuen la misma forma? La respuesta os quo, 
r tain elite, las derivadas direccionaks sou partieularisaciones de la diferencial, peso 


La extension de lo anterior a funciones de cualquier nrimero de variables 
no presenta dificultades: 

Definicidn 4.2 Sea / : D - R,donde DcK'.y scan k, = *°) 

an pan to interior de O y a € R" an vector unitario, o sea, de norma 

|u| = •/uf + Uj H uj = 1 .La derivada de f Begun el vector a en xo 

es el Unite, si eziste 

„ /(aj + tm.aj + tua,--- .aS + ttt,)-/(a?,a&--- ,ajj) 


Teorema 4.6 Sean f : D -* R, ®o an panto interior deD,yf diferenciable 
en xo- Si u es un vector unitario, ex iste la derivada de f en la direccidn 
a y atone dada par la fdrmula 

D.f(*o) = sf (*o)»l + • • ■ + S£-(xo)Un 


(4.24) 
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D u f(xo) = V/(oo) • u = df(xo;u) (4.25) 

La formula de la derivada directional implica que la recta tangente a la 
“curva ti-coordenada” de ecuadones paramttricas {i = xo+tu, z = f(xa+tu)} 
estd contenida en el hiperplano tangente. 


El teorema del valor medio (o teorema de los incrementos finitos o teorema 
de Lagrange) para funciones de una variable: Si / : (xo,xi| — R es una 
funcidn continue, y derivable en (xo.Xi), exrite al menos tin 8 6 (xo,Xj) 
tal que f(x ,) - f(x o) = f(9)(x\ - Xo), admite la aiguiente generalization a 

Teorema 4.7 (Fdrmula de tos iruremenlos finitos) 

Sea f :R? D D — R y aeon p = (xo.po) V 4 = (zi.yi) dos puntos de 
D tales que el segmento 

b.«] - {(*o + *(*i - *o).i» + t(m - »e));0 < t < 1} 

que los une estd totalmente contemdo en D. Si f es di/erenciable en todos 
los puntos de [p,q], entonces 

/(xi.Vl) - /(# o,Vo) = %&,Y) ■ (x, - xo) + ^(X,Y) ■ (jq'-vo) = 

= d/(X,Y-,x x - xo,y, - w) = V/(X,y) • (x, - xo.Pi - Vo) 

(4.26) 

para cierto pnmto intermedio ( X,Y ) = (xo + 9(x\ - xo),yo + ®(ld - Vo)), 
0 e (0, 1), enire (xo.Vo) y (x i,tti). Si en la expresidn anterior ponemos 

fc = Xl-xo, k = yi-yo (4.27) 


results la formulacidn equivalente 

/(xo + />,!*) +*) - f(xo,K) = ^(X,Y)h+^(X,Y)k (4.28) 

para (xo,Vo) V (A,*) tales que el segmento que une (xo,i*>) y (xa+h,y 0 +k) 
estd totalmente contemdo en D y siendo (X,Y) — (xo + 9h,yo + 0k) para un 
cierto 0e (0,1). 
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En efecto, la funcidn de una variable 

[0, 1] 3 1 *(t) = /(xo + th,vo + tk) (4.29) 


m = /(x o,yo) , 4Q) = /(* o + A, Wo + *) 
y, por el teorema 4.1, es derivable en (0, 1] y su derivada vale 
<//{t) = /*(xo + th, yo + tk)-h + /»(xo + th,yo + tk)'k = 

= df(x o + th,go + tk)-,h,k) = V/(x o + tA, Jio + tfc) • (M) 

El teorema results, entonces, de aplicar el teorema del valor medio a esta 
funcidn 4>(t) de una variable: existe 9 6 (0, 1) tal que 

*(l)-<K0)«(l-0)*'(9) 
utilizando la formula que hemos obtenido para dH9). 

NOTA. ObsOrvwo quo ba*» tuponer quo / es continux on todot lot puntot do [p,q] y 
difoioneiablo on todo punto da (p,q| oxcepto, pooibleinonlo, lot extromoi. 

En el caso de las funciones de una variable, la consecuencia III As inmediata 
del teorema del valor medio es el importante resultado de que si f(x) = 0 
para todo x 6 (a, 6), entonces f es constants en (a, b). Para obtener la vcrsfon 
multivariable, recordemos que el andlogo multidimensional inmediato de un 
intervalo es un conjunto con veto, es decir, aqu4l que contiene a todo segment*) 
cuyos extremos pertenezcan a 41. M4s generalmente, consideremos oonjuntos 
abiertos cuyos puntos puedan unirse por Kneas poligonales (una poligonal es la 
unidn de un nilmero finito de segmentos Si, Si, ...,S m que tienen la propiedad 
de que el extremo final de S, = [pj-i.pj] coincide con el inicial de Sj+i; los 
puntos po,pi,...,p m son los vertices de la poligonal y 4sta sc represents por 
fa, Pi, -.Pm] )= 

Definicidn 4.3 Un conjunto abierto D CR 1 se dice que es conexo si dados 
p,q € D, existe una poligonal contenida en D que une los puntos p y q, 
es decir, si existen puntos po,p i,...,Pm € D tales que po = p, pm = 9, V 
[Pj-t,P>l c D, para todo j = l,...,m. 

U 
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Proposicidn 4.1 Sea f una functOn diferenciable en tm conjunto abierto 
flCR 1 conexo. Es condition necesaria y suficiente para que J sea constante 

g(*.v) = g(*,y) = o (4.30) 

para todo (x,y) € D. 

La necesidad es obvia, y en cuanto a la suficienda, fijemos p — (xo.pn) £ D 
y sea q = 1.x, y) € D arbitrario. For hipdtesis, existe una poligonal 

Ip = P0,Pl,-,Pm = g), Pj = (xj.Vi), j = 0,1 m, que los uno y estd 

entcramente contenida en D. Aplicando en cada uno de loa intervalos que 
la coin poncn el teorema del valor medio se tiene /(ij-i,yj-i) = f{xj,yj) 
para todo j = y, en consecuenda f(xo,yo) = I(x m,Vm), es decir, 

/(* o,») - /(*,»)• 

Corolario 4.1 Sean f y g dos funtiones difcrenciables en un conjunto abier- 
to D conexo tales que V/(x,y) = Vg(x,y) para todo (x,y) 6 D. Entonces, 
existe una constante c tal que f(x,y) = g(x,y) +c para todo x € D, 0 sea, 
f y g difieren en una constante. 

En efecto, basta aplicar la proposiddn anterior a la diferencia / - g. 
(Resaltemos que la restriction sobre la geometria de D para la validez de este 
resultado ya era decisiva en las funciones de una variable: no es cierto, en 
general, que si f'(x) = j/(x) entonces / y g difieren en una constante; para 
garantizarlo, hay que suponer que / y g estdn definidas en cierto intervalo 
/; por ejemplo, las funtiones 

/(*) = 

g(x) = i si *#0 
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tienen la misma derivada en el dominio comun R\{0} y no existe una cons- 
tante c tal que /(as) = g(x) + c. En R, los conjuntos abiertos conexos son los 
intervalos abiertos, como veremoe en el capftulo 7.) 

Si /(x,y) es tal que existe una funcidn 9 de una variable de modo que 
/(x,y) = 9(») I»ra bxlo (x,y) € D, entonces se dice que / no depende 
de y, y es claro que /'(x,y) = 0 para todo (x,y) € D. Dada una funcidn 
diferenciable / en un conjunto abierto conexo D iserd suficiente la condicidn 
fy(x,y) = 0 para concluir que / no depende de y? La respuesta es no, como 
muestra el ejemplo de la funcidn / definida en D = R s \{(x,0) ; x < 0} por 


La funcidn es diferenciable en D, verifies f t {x,y) = 0 y, sin embargo, 
/(— X, — 1) = -1 y /(— 1,1) = 1. El “problems" estt, en realidad, en la 
geometrfa del conjunto D, que s( es conexo pero no “convexo scgiin verticales” : 
comprudbesequesi D es tal que para cada par dcpuntos(x,yi),(x,yj) € D el 
segmento (vertical) que los une cstd completamentc contenido en D, entonces 
la condicidn /'(x,y) = 0 si es suficiente para que / no dependa de y. 
Naturalmente, se ticnc el rcsultado andlogo para la variable x (considerando 
segmentos horizontales). En un conjunto convexo (por ejemplo, todo el piano, 
un cfrculo,...) siempre se podrd concluir de la anulacidn en todos sus puntos 
de la derivada respecto a una variable que la funcidn (supuesta diferenciable) 
no depende de esa variable. 

Dado un abierto convexo D (el piano entero, por ejemplo) icdmo serdn 
las funciones de clase C*(D) tales que /, = 0? Segiin lo anterior, serdn de la 
forma / = <p{y) con <p una funcidn arbitraria (de clase 1) de una variable. En 
otras palabras, el conjunto de solucumea (o aoluctdn general ) de la ecuacidn en 
dcrivadae pardalee u, = 0 estd dado por u(x,y) = v>(y) con <p una funcidn 
arbitraria. Si nos hacemos la misma pregunta para la ecuacidn 




„Un 
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de donde se deduce que u - = *fi(y ) , es decir, que las soluciones son 

«(*.») = jv + vtu) 

con ip( y) arbitraria. La manera de proceder en la prSclica consiste en utilizar 
el cAlculo integral de una variable, integrando, en este caso, respecto a x — 
tratando a y como constants — y teniendo en cuenta que ahora la “constants 
de integracidn” es una funddn de y (o de x si se trata de una integration 
respecto a y) : 

u(*,y) = J x^ydx + <p(y) = ^ + <p(v) 


EJERCICIO Resudlvanse las ecuaciones 

a) u, - Mv) <■)“* = 9(1) 

e) u, = y(i) + h(y) d) u, ■= 9(1) + %) 

(siendo j j ft funciones conocidas continues en todo R). 

El teoreraa del valor medio para funciones de n variables es: 

Teorema 4.8 Sean a, be D, D subconjunto abierto de R", tales que el 
mento [a, 6] — {a + t(6-a) : 0 < f < 1} esti contenido en D. Si f :D — 
es diferenciable en todos los puntos de [0,6], entonces existe 0 € (0, 1) tal 
/(ft)-/(a) = V/(a + 9(6-a))(i>-n) 

La demostracidn es la misma que para funciones de dos variables, asf como 
sus consecuencias relativas a funciones diferenciables en conjuntos abiertos 
conexos, cuya definiddn es la misma que en R 2 utilizando segmentos en el 
espado n-dimensional: 


Corolario 4.2 Sean f y g dos funciones diferenciables en un conjunta abier- 
to D conexo tales que V/(z) = Vg(x) para todo x 6 D. Entonces, existe 


1 
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Reseiiemos tambign otra consecuencia inmediata del teorema: 

Corolario 4.3 Si / es diferenciable en un stibconjunto convex*) C y existe 
u no constants k tal que |V/(x)| < k para todo x € C, entonces 

l/(*)-/(y)l<t|*-»l (4.32) 

para todo par de pantos x,y 6 C (o sea, f es lipschitziana en C). 

Finalmente, si / es diferenciable en un conjunto convexo C y D<J(x) = 0 
para todo x € C, entonces / es independiente de z,, es decir, existe una 
funcidn jden-1 variables tal que /(xi,...,Xn) = y(xi,...,Xj_i,Xj+i,...,x n ) 
para todo x = (xi,...,x») € C. 


Funciones homoggneas 

Una funcidn /(x) definida en un conjunto abierto D C R" se dice que es 
homogtnea de grado k en Dm para todo x € D se verifies 

f{tX\,...,tXn) = t fc /(xi,...,Xn) (4.33) 

para todo ndmero real t > 0 sufidentemente proximo a 1 ' ' 


(Obsgrvese que, al ser D abierto, si x e D entonces txe D para t sufidente- 


' J + V 2 ' v/^+V+'i* 


son homoggneas de grades 3, 0 y -1, respectivamcnte. La funcidn 
f(x,y) = ex”/, con a,b,c constantes, definida en {(x,y); x > 0, y > 0}, 
es homoggnea de grado a + 6. Si a + 6 = 1 se trata de una funcidn de produc- 
tion de Cobb- Douglas. 

Usualmente, se supone que las fundones homoggneas estin definidas en 
un cono de vgrtice d origen, o sea, un conjunto tal que x € D y t > 0 
implican que tx = (txi, ..., (Xr) e D y que se verifies (4.33) para todo t > 0 
(en los ejemplos anteriores, los “conce" son, respectivamente, R 2 , R 2 \{(0,0)}, 
R 3 \{(0,0,0)} y el primer cuadrante abierto del piano {(x,y); x > 0 ,y> 0}). 
Obsgrvese que, en esta situation, los valores de / quedan determinados por 
los valores que toma en (la inteisecddn de D con) la esfera unidad, pues, para 
cualquier x € D, x ^ 0, el vector 


■M-o 2 
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tiene norma 1, pertenece a D, y, tomando f — jz| ,se tiene 

/(*. = *§)-*»/(«(*» 

(fig. 4.3; si el origen pertenece a D, comprudbese que, si k / 0, ha de ser 
/(0,...,0) = 0, y que, si k = 0 y se supone que / es continua en el origen, 
entonces / es constante. Indication: /( 0) = lim /(ti) para todo x ^ 0). 






Teorema 4.9 (Teorema de Eider) Una funcidn diferendable en D es ho- 
mogtnea de grade k si y sdlo si 

*iDi/(*l. -,*.) + - + *.D»/(x, x.) = kf(x, Xn) (4.34) 



1. LA REGLADE LAC ADEN A 


157 


Demostracidn: Consideremos f(tx\,...,tz„) comofiinciOncoropuestade t: 
(1 -£,1 +e) 3 1 . fit* i.-.tSn) 

para cada (*i, ...,**) £ D fijo. Oerivando la ecuacidn de (4.33) respecto a ( 
results, por la regia de la cadena, 

XlDlf(tXl,...,tXn) + ... + ZnDnf(tX 1, •••,*») 

de donde, para t = 1, se obtiene (4.34). 

Recfprocamente, supongamos que (4.34) es cierta para todo x £ D. Fijado 
x, definamos la funcidn 


De la verification de (4.34) en (txi, ..., tx n ) para valores de t suficiente- 
mente prOximos a 1 : 


{tX,)D,f(tx u ...,tX n ) + ... + (tXn)D n f(tX\,..., tXn) = */(tXi,...,tx») 



es decir, g es constante en t ; se tiene, por lo tanto, g(t) =g( 1), pero esto es, por 
la definition de g, la propiedad (4.33) que define a las funtiones homogOneas. 


La regia de Leibniz 

Tambifn se puede utilizar la regia de la cadena en la demostratiOn de la 
formula de Leibniz para derivar integrales que dependen de un par&netro, 
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y, teniendo en cuenta que f(x) dx = -j£ f(x) dx, 

±£f(x)dx = -m (4.36) 

Mds generalmente. si a(t) y 6(1) son derivabies y f(x) es continua se 

£ jH /(x) dx - /(6(1))6'(() - /MtMO (4.37) 

(para la demostracidn, se parte de 

J^'f{x)dx=Fwt))-mt)) 

siendo F una primitiva de /, y se deriva respecto a ( aplicando la regia de 
lacadena). 

La regia de Leibniz generalize el resultado (4.37) al caso en que tanto 
los lfmites de integration como el integrando dependen del pardmetro t : 
supongamos que J{t,x) es una funcidn continua en cl rcctdngulo 
{(!,*) €*;*€/,«<« <6} 

donde / es un intervalo de la recta real, y que a(t) y b(t) son funciones 
continues definidas en I talcs que a < a(t) < 6 (t) < 6 para todo tel 
(Bgura 4.4). 



Para cada to 6 / se ticne una funciOn continua de una variable 

*~/(« 0 ,*) 

definida en el intervalo (a(to),6(to)] ; la correspondiente integral definida 




ow-jT/M* 

que se Hama integral dependiente de un pardmetro entre los Umites variables 
a(t) y b(t). Pues bien, se tiene el siguiente 

Teorema 4.10 (Regia de Leibniz) Si o(t) y b(t) son derivables y Jl(t,x) 
exisle y es continue en R, entonces G(t) es derivable y su derivada estd dada 
por la f&rmvla 

G(t) = /( t,mw ) - + f dz (4.38) 

•MO 91 

La fdrmula (4.37) es obviamente un caso particular de 6sta cuando / no 
depende de 1. A su vez, cuando los lbnites de integracidn son fijos results 

ow.-j fnt,*)dx 
y 

(4.33) 

(la derivada de la integral dependiente de un parlimetro se obtiene derivando 
bajo el signo integral, si bien hay que cambiar d/dt por d/dt pues esta illtima 
derivaddn afecta a una funcidn de dos variables). 

La idea para demostrar (4.38) es la siguiente: se considers la funcidn de 
tres variables 

tf(t,u,t>) = J* f(t,x)dx 

donde t € / y u,ti 6 [a, 6). Una vez demostrado que H es diferenciable, se 
aplica la regia de la cadena a la funcidn compuesta 

* 1 — * B(t,a(t),b(t)) = G(t) : 

G(t) = ffl(t,a(t),b(t)) + Hi(t,a(t),b(t))a'(t) + Hi(t,a 
Por (4.35) y (4.36) se tiene que 


Hi = -/((,«), Hi = f(t,v) 
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que, por la hipdtesis, son funciones continuas en i € /, u , v € [a, 6]. Asf que 
la tinica dificultad para obtener (4.38) estriba en demostrar que 



es decir, la formula (4.39); si adenitis se prueba que H' t (t,v,v) es continua 
en (t,u,v), entonces H es diferenciable (pues sus derivadas parciales son 
continuas) y es legftima la anterior aplicacfon de la regia de la cadena para 
obtener (4.38). Demostraremos esto al final de este pdrrafo. Veamos antes 
algunos ejemplos: 

1. Sea 

G(t) = jf cos(t 2 + x)dx 

Por (4.39) 

G'(t) = j -21 senfl 2 + z)dx = 2t j - sen(f 2 + 1) dx = 

= 2t [coe(t 2 +*)]j = 2t [cos(t J + 1) - cost 2 ) 

En este caso, se puede obtener G'(t) calculando explfcitamente G(t) 
por integracidn elemental: 

G(t) = J cos(t 3 +i)<ti = sen(t J + 1) -sent 2 

y derivando desputs respecto a t : G'(t) = 2t [cos(t 2 + 1) — cost 2 ] 

2. En otros casos, la regia de Leibniz es el dnico medio para obtener ex- 
plfcitamente G'(t) : sea, por ejemplo, 

G{t) = f^dx 

Por (4.39) 

En este caso no es posible calcular explfcitamente G(t) pues la primitiva 
de e**/a: no es una funcfon elemental. 
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3. Sea 

G« = jf aen tf+^dx 

Por (4.38) 

G'(t) = 2t • 8en(l 5 + f*) - 1 aenft 2 + **) + J‘ 2tcoe(t 3 + x 3 )dx 


6 R*; t €/,•<«,»< 6) (resultado ini 


W (! 0 + V u 0 + fc, «) + 0 - »(<«., «,»■>) " 


- P* 1 /<«. + *,«)* - f* /(«..»)■ 

- p /( 4+M»*- P* /(*«i x )4*+ 

+ p"jMiz-pj^,z)i,. 

= /’*„ !/(*• + *.*) - /(«•.*)! 4x + p"^nt,,z)dx- 

- f** fit**)*- P A4.*)*- 

- / 3 *. !/(*• + *•*) -niz.z))dx + P" nt,.z)dx- P" Rh,x)dz 


y ncotado contenido en fi en cl que / es, c 


txisuim <i, 0 < $i < />, tai que 

|/(*o + fc,*) - /(*o.x)| < e/3(&— a) 


M < |. |) /<<o,*)* 




162 CAPtTULO 4- CONSECUEN ClAS DE LA DIFERENCIABILIDAD 


eligiendo k y l con |fc| ,|Jj < e/3M(to)- Tomando 6 = min(6i,e/3A/{fo)). vemosque, 
(»> + *» + !*)■/»<« 

flntoncea |A|.|t|.|l|<«J- 

|ff(l. + M. + *, W + 0-ff(!o, <■>.*)! < 35T5(»-«) + '/» + '/3-> 
quedando demostrada la continuidad de H. Para demoatrar (4.40) eaeribimos (con u 

ff(la U»)-%») frM.r)dr. 

-5 fr.Mdx- 

- f W(« a + »,*)- /,(«.*)! d* 



ca continua an (I,-,.). 


4.2 Funciones implfcitas 

Como decfamoe eu el apartado 1.2. la ecuacibn en dos variables 

F(*,V) = 0 (4.41) 

define implicitamente a la funcibn y = f(x) en un intervalo / C R si 

f (*./(*)) = 0 (4.42) 

para todo x€ I. Consideremos algunos ejemplos: 

1. La ecuacibn 

J + f + l^O 

no se satisface en ningbn punto (x,y) del piano y en consecuen 
define ninguna funcibn y = fix) 


(4.43) 
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2. La ecuacidn 

X 1 + y 2 = 0 (4.44) 

sdlo se satisface en el origen (0,0) 6 R 2 , con lo que no definird implfci- 
tamente ninguna funcidn significative. 

3. La ecuacidn 


**+»*- 1 = 0 (4.45) 

s( define a y como funcidn implfcita de x, y en este caso es posible 
expresar a y como fimcidn expUcita de x : 

y=yr^», 16 R (4.46) 


(4.47) 


tambidn es posible “despejar" y como funcidn de x : 

y-±y/T^*, *6 (4.48) 


Ahora, la ecuacidn (4.47) define dos funciones y = f(z) (si se impono la 
exigencia de que y = /(®) ha de ser continua; si no, se tienen definidas 
infinites funciones 


con a(x) = 16-1, elegido arbitrariamente, para cada x € [—1,1]). 
Obsdrvese, sin embargo, que (4.47) define impUcitamente una timca fun- 
cidn (continua) y = f(x) en el entorao de cada punto (zo,yo) que 
satisfaga la ecuacidn (4.47) y sea tal que yo £ 0; y en el entorno de los 
puntos (-1,0) y (1,0), (4.47) define una dnica funcidn x = g(y). 


® 3 + ®y + y 3 = 0 

seria posible, aunque complicado algebraicamente, despejar y como 
funcidn de x (utilizando las fdrmulas que dan las rafces de una ecuacidn 
de tercer grado). 
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G en las proximidades de (lo.Po), que los resullados que se obtengan para la 
ecuacidn linealizada 

^^(*o»yo)(* — *o) + ^-(»o.i«){y — s«) = o ( 4 - 52 ) 

sean aplicables a la ecuaddn (4.51) en un cntomo suficientemente pequeno 

de (zo, Sol- 

Dado que en (4.52) y estd definida (expllcitamente) como funcidn de z 


^■(zo,Wo)#0 (4.53) 


(•-*■- 1 ^” 1 ] [£<»■*>><—»)]) 
parece claro que la hipbteeis clave para poder hacer lo mismo ccrca de (xo, yo) en 
la ecuacidn no lineal (4.51) (al menos tedricamente) ha de ser (4.53). 

Gfectivamente, as( es, y se ticne el siguiente resultado fundamental quo 
demostraremoa en cl capttulo 9: 


Teorema 4.11 (Teorema de la funcidn implicita) 

Si F(x,y) es una funcidn con derivadas continues en un conjunto abierto 
DC R 2 s (zo,po)6 D ratal que f(zo.yo) = 0 y fJ(zo.So) ^ 0. entonces 
cxisten 6 > 0,c > 0 tales que 

i) Para coda x € (zo - 6,xo + d), la ecuacidn F(x,y) = 0 tiene una 
tinica solucidn en (»o - £,W> + e). 

ii) Denotando esa unica solucidn for /(*), la funcidn y = f(x) tiene 
derivada continua en (xo-S,xo + 6) dadapor 


(4.54) 


Obsdrvese que yo = /(zo),por la uniddadde solucidn en (xo— d,xo+ d); se 
tiene, pues, una curva de soludones de F(x,y) = 0 quepasapor (xo,l»).Las 
hipdtesis de continuidad de fj y fJ(xo,s*>) # 0 implican que Fj(x,jf) f 0 
para z 6 (zo - d,xo + 4), y € (yo - e,yo + e) con 6 y c suficientemente 
pequenos (£por qud?), con lo que la fdrmula (4.54) tiene sentido; se deriva 
tambidn de ello que el teorema se puede aplicar en cualquier punto (z,/(z)), 
z € (xo — 5, zo + 5), lo que, usualmente, permitird prolongar y = /(x) a un 
intervalo mds amplio que el original (xo-d,xo + d). 
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Naturalmente, si FJ(* o>W>) = 0 y FJ(*o,yo) # 0 el teorema se apli- 
ca cambiando los papeles entre I e y para obtener una funcidn impllcita 
I = y(y). La hipdtesis clave es, pues, gradF(*o>Ko) / (0,0). Bajo esta hipdle- 
sis, la grdfica de la ecuacidn F( z,y) = 0 en un entorno de (xo.yo) es la 
grdfica (una curva) de una funcidn y = f(x) o bien de una funcidn x = g (y), 
y estari juslificado dear que F(i,y) = 0 define impUcilamente una curva en 
un entorno de (xo,»). 

Enlosejemplosly^seUene f;(xo,w,) = 2yo * 0 para todo yo / 0, 
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En el ejemplo 6 se tiene, por ejemplo, 

f-(0,l)-0, F|,(0, 1) = 5jio - + 2®o| (0 ,i) = 3 ?4 0 
con lo que exislen 4 > 0, e > 0 y una funcidn /:(-4,4) — »(l-«,l+e) 
talcs que /(x) ! - /(x) 2 + 2x/(z) - x 2 = 0 para todo * e (-4,4); no se 
puede, sin embargo, expresar / en ttrminos de funciones elementales. S( es 
posible para esta ecuaddn expresar expllcitamente x como funcidn de y : 

x«y±y§ (4.55) 

obtenitndose dos funciones definidas para y > 0. Obstrvese que se tiene 
F(0,0) = fi(0,0) - F,(0,0) - 0 

con lo que no se puede aplicar el teorema de la funcidn implfcita alrededor de 
la solucidn (xo,yo) = (0, 0); y, de hecho, aunque las hipdtesis del teorema sdlo 
son, como senalAbamos, condiciones suficientes, se comprueba ficilmente en 
este caso, representando las curvas (4.55), que no es posible definir y como 
funcidn continue y = /(x) tal que /( 0) = 0 ni x como funcidn conlinua 
x = g(y) tal que y(0) = 0 en intervalos centrados en 0. 

En el ejemplo 7 se tiene, por ejemplo, 

F(l,l) = 0, F,(l,l) = 1 - 2y| r=1 = -1 0 
de modo que se tiene definida una funcidn y = /(z) en un cierto intervalo 
(1 — 4,1 + 4) tal que 

x - 21nx + /(x) - 2ln/(z) - 2 = 0, x€ (1 -4,1 + 4) 
pero no es posible expresarla explfcitamente, ni tampoco a x como funcidn 
explicits de y. Se puede demostrar que la gr&iica de la ecuacidn (4.50) es una 
curva cerrada simple (Figura 4.6; vfcise [6j). 
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Figure 4.6 


Obsdrvese tambidn quc, una vez probado quc la funcidn /(z) existe y 
tiene derivada continua, la formula (4.54) sc obtiene aplicando la regia de la 
cadena a la funcidn compuesta 

■ —.#*)- ft*, /(*)) = 0 

En efecto, si introdudmoe provisionalmente una variable t que coincide 
con x, de forma que se tenga x = t, y = f(t) (es decir, u(t) = t, »(t) = /(t)) 
se tendrd por el teorema 4.1 

m = F,(t,m) ■ i + F,(t,/(t)) . m = o 
de donde, despejando y volviendo a la variable z,se obtiene (4.54). 

De la formula (4.54) se deriva otro hecho interesante; escrita en la forma 

Fl,(x,f(x)) + r,(x,f(x))f(x) = 0 

(FHx,m,Fi(z,nx)))-(uf(x))~o 

nos indica que el gradicnte de F es ortogonal a (la tangente a) la curve 
definida impKcilamente por F(x,y) = 0 en cada uno de los puntos de feta; 
basta recordar, en efecto, que (1, /'(*)) es un vector tangente a la curva 
y = /(*) en el punto (z, /(*)). Esa propiedad geometries se cumple tambien, 
naturalmente, si la ecuacidn define una funefon z = g(y) en lugar de y = f(x). 
Esto proporciona una interpretaefon geometries muy elocuente de la hipdtesis 
fJ(zo ,Vo) ^ 0 del teorema: supuesto que grad F(xo,yo) / (0,0) (y que, por 
tanto, la grdfica de la ecuacidn F(x,y) = 0 en un entomo de (zo,ys) es una 
curva) la ecuacidn linealizada 

^(*o.j»)(* - *o) + ^-(»o,yo)(y - ») = 0 


© 1TES - Panminfo 
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es la ecuacuSn de la recta tangente en (xo,yo) a la curva definida implfcita- 
mente por F(x,y) = 0. La condition PJ(zo,y»>) 7 s 0 implica que esa recta 
no es vertical, es decir, que es la grffica de una funciOn y = l(x) y que sea 
razonable que esto mismo ocurra para la graiica de F{x.y) = 0 (figure 4.7). 



Por el contrario, si la recta tangente a la curva F(x,y) = 0 en (*o,yo) 



Figure 4.8 


Curvas de nivel 

Como sabemos, el conjunto de nivel c de la fimcidn F(x,y) es el conjunto 
de soluciones de la ecuacidn F(x,y) = c , o sea 
F(x,y)-c = 0 

Si (xo.yo) e® un punto del dominio (abierto) de F tal que 
gradf(io,yo) £ (0,0) 

entonces el teorema de la funddn implfcita implica que el conjunto de nivel 
de (xo.Vo), F(x,y) - F(x o,yo) = 0, es, en las proximidades de (zo,yo), una 
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cuiva con derivada continue y lo mismo ocurrirA para todo punto (x,y) de 
unentomode (xo.S/o), siendo el vector gradF(x,y), quc senala la direccidn 
de rnUximo crecimiento de la funcidn F, ortogonal en cada punto a la curva 
de nivel que pasa por 61 (Fig. 4.9), segtin adelantdbamos en el capftulo 3. 





La tangente en el punto (xo.yo) a la curva de nivel de F que pasa por 61 
es la correspondiente recta ie nivel de la aproximacidn lineal 

l(x,y) = F(x o.n>) + Fj(xo,|»)(x - *o) + Fj(*o,W>)(v - Vo) 

Si Fi(xo,yo) = Fi(xo.Vo) = 0 se dice que (xo.yo) « “» P unl ° crltico 
de la funcidn F , y no sc puede asegurar que el correspondiente conjunto de 
nivel sea una curva. Por ejemplo, para la funcidn 

F(x,y)-x* + y‘ 

se tiene K(x,y) = 2x, FJ(x,y) = 2y; el linico punto critico es el origen (0,0) 
y el coqjunto de nivel al que pertenece se reduce a ese punto. Por su parte, 
para la funcidn 

f(*. V) = l? 

se tiene F^x.y) = 0, /*(x,y) = 3/ ylos puntos crfticos son los puntos 
(x,0) del eje x, el cual es el conjunto de nivel (cero^al que pertenecen todos 


(x - y) 3 y sus conjuntos de nivel). 



No hay que oh-idar que para su apticacidn hay que disponer de al menos 

una solucidn de la ecuaddn F(x,y) = 0 : en la ecuacidn x 2 +e» = 0 se 

tiene fj = e* 0 en todo punto del piano, pero no hay ningdn punto 


4.2. FUNCIONES IMPUCITAS 


171 


• La condiridn fJ(zo,so) 7 s 0 es suficiente pcro no necesaria para la exis- 
tencia de una funcidn implfdta y = /(x) cuya grdfica pase por (xo.tfo). 
oomo hemos visto en el ejemplo 3; considdrese tambidn la ecuacidn 
(s - y) 2 = 0. De todos modos, si F, = 0 en todo un s-entomo de 
(*0,y»), entonces en ese entomo no hay definida ninguna funcidn im- 
plfcita y = f(x) (ipor qud?; vdase en el apartado anterior el comentario 
con que acaba el tema del teorema del valor medio). 

• El teorema de la funddn implfcita es un tfpico resultado de existencia de 
earfcter local: afirma la existenda de una funddn implfdta y = f(x) 
pero, por sf mismo, no proporciona ninguna informaddn sobre la forma 
concreta en que y depende de x ni da ninguna estimacidn sobre 
el tamaiio del intervalo en que aqudla est4 definida. De todos modos, 
como se apuntaba antes, sucesivas aplicaciones del teorema permiten con 
frecuenda extender la curva y = /(x) a un intervalo m4s amplio y tener, 
en la prSctica, un resultado global. 

A pesar de estas observadones, se trata de un resultado fundamental con 
multitud de implicaciones tedricas y prdcticas. En cl terreno de festas lllti- 
mas, nos permite, cuando se cumplen sus hipdtesis, “trabajar" con la funcidn 
y = f(x) aunque en nuestro problems nos haya apareddo una ecuacidn 
F(x,y) = 0 en la que sea diffdl o acaso imposible despejar y en tdrmi- 
nos de x. Podemos, por ejemplo, calcular su derivada mediante la fdrmula 
(4.54). Asf, para una funcidn implfdta y — J(x) definida por ecuaddn 

x 3 +xy + y J — 3 = 0 (4.56) 



cdlculo v&lido en los puntos (x, y) tales que x + Sy 2 f- 0 (los que verifican 
x + 3y 2 = 0 ya estin exclufdos de la aplicaddn del teorema). Desde luego, 
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Nos proponemos ahora just ificar mediants el teorema de la funcidn implfci- 
ta un hecho que, con seguridad, se habrS utilizado en cursos anteriores sobre 
bases meramente intuitivas, a saber, que F toma signos opuestos a uno y otro 
lado de la cures F(x,y) = 0. Por la unicidad que proporciona el teorema, en 
el roct&igulo 

Ri* = <* <xo+«, yo -e<y<yo+c} 

los tinicos puntos en los que F = 0, son loe de la curva definida impllcitamentc 
por F(x,y) = 0; en los demds puntos, F j* 0. Afirmamos que en Rt, t hay 
puntos en los que F > 0 y puntos en los que F < 0; de hecho, la cun* 
divide al rect&ngulo en dos conjuntos disjuntos: en uno de dlos F > 0 y en 
el otro F<0 (figure 4.11). 





Supongamos, por ejemplo, que FJ>0 en % Sea (x,y) £ Rtj talque 
y > fix). Entonces, por el teorema del valor medio, existe 0 e (0, 1) tal que 

F(x,y) = F(x, f(x)) + F,(x,f(x) + 6(y - /(*))) • 0+ 

+/*(*,/(*) + 0(y - /(*))) - (» - /(*)) > 0 

(en realidad, basta apelar al teorema del valor medio para funciones de una 
variable, la variable y). 

Asf pues, en todos los puntos de Ri f que estdn por encima de la grffica 
de y = f(x) se tiene F > 0, mientras que, por un razonamiento andogo, se 
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tiene F < 0 en todos los que esUn por debajo (si fuese < 0, ocurrirfa 
lo contrario). Si la hipOtesis es F* z (x o,yo) # 0 se arguments de igual manera 
segiin segmentos horizontales y F tendri signos distintos a derecha e izquierda 
de la grdfica de la funciOn impltcita x = g(y). 

Podemos expresar el resultado anterior diciendo que, en Ri^, en los puntos 
que estdn a un lado de la curva, F tiene un signo determinado y en el otro 
lado, el signo opuesto, y esa expresiOn de “lado de la curva” tiene en Rs e , o 
sea, localmente, pleno sentido: si PJ / 0, los puntos {(z,y) e Rj, t ; y > /(*)} 
constituyen uno de los lados y los puntos {(x,y) € /(<,, ; y < f(x)} el otro. 
Y lo an&logo si es FJ 0. Diremos, en tOrminos practices, que F cambia 
de signo al pasar por la curva F(x,y) = 0. Si no se verifican las hipOtesis 
del teorema, no tiene por que ocurrir eso: la ecuacidn (* - y) s = 0 define 
implfcitamente la funciOn y = x y a am bos lados de la recta y = x la funciOn 
(x — y) 2 es positive (y, por otro lado, no se oivide que se trata de condiciones 
suficientes pero no necesarias para que se da ese hecho: considarese la ecuaciOn 

(*-y) 3 = o). 

En muchos problemas prdcticos el conjunto de soluciones 
{(s,y);F(z,y) = 0} es una curva en D en el entorno de cualquiera de 
sus puntos e interesa identificar en el piano el conjunto de puntos de D en 
los que F(x,y) < 0 y aquellos en los que F(x, y) > 0. Pues bien, si en 
un punto p € D se tiene, por ejemplo, F(p) > 0, en cuaiquier otro pun- 
to q que se pueda tmtr con p medianlc uno poliqonat contcnido en D que 
no carle a la curva F(x,y) = 0 se tended tambii n F(q) > 0; en efecto, si 
fuese signo F(p) / signo F(q), habrfa dos vertices consecutivos de la poligo- 
nal, Pk,Pk+i , en los que F tendrfa signos opuestos; construyendo, como en la 
demostracidn del teorema del valor medio, la funciOn de una variable 

[0, 1] 3 1 •— • tft) = F(P* + t(p* + 1 - Pt) 

eso signifies que signo^(0) / signo 4 >( 1 ); pero ^(t) es continua por los resul- 
tados del capftulo 2 (es incluso derivable, segiin vimos en dicha demostracidn, 
y por tanto continua al tratarse de una funcidn de una variable), por lo que 
existe 8 € (0, X) tal que 4^8) = 0; esto implies que tiene que haber un punto 
intermedio en el segmento (p»,ptn) en el que F = 0, contra la hipdtesis de 
que la poligonal no corta a la curva. En la prdctica, se elige un punto de 
coordenadas sencillas (el origen, usualmente, salvo que F(0,0) = 0) y se com- 
prueba el signo que tiene F en 41; entonces, en todos los puntos que se puedan 
unir a 41 por una poligonal que no corte a F(z,y) = 0, F tendril cl mismo 
signo; por ejemplo, en el caso de la ecuacidn x 1 + y 2 - 1 = 0, la circtlnferencia 
que define divide al piano en dos regiones: la regidn en que x 2 + y 2 — 1 < 0, 
el cfrculo abierto delimitado por ella, y la region en que x 2 + y 2 — I > 0, el 
exterior de la circunferencia. 
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Funciones de mds de dos variables 

El teorema 4.1X se generaiiza a funciones de mis de dos variables: 

Teorema 4.12 Sea F(x i, ...,Zn,y) una funcidn am derioadas parciales con- 
tinuas en un conjunto abierto D C R" +1 y sea (zo,yo) = (*?,— ,*X.yo) 6 D 

talque F’(i5,...,i“,Wi) = 0 y fj(ij x°,yq) ^ 0. Entonces existen 6> 0, 

e>0 y una funcidn f : Bf(xo ) — • (yo - e.yo + e) tales que: 
i) /(*?,..„*») = », 

iij F(xi,...,Xn,/(xi,...,Xn)) =0 paratodo x = (zi,. € B«(*o) 

Hi) Para coda x e Bf(xo), y = /(*|, es la dnica solucidn de la 
ecmcidn F(x,,...,x„,y) = 0 que pertenece a (yo -£,!»+£)• 

*v) La funcidn y = f(x\,...,x n ) tiene derivadas parciales continuas en 
Bt(x o) que estin dados por 


Kto «■■*) 

F t (x x ,...,Xn,y)' 


(4.58) 


(En otras palabras, la ecuacidn Xn,y) = 0 define impUcitamentc a 

y como funcidn de las variables n,...,x„ en un cntomo de (xj,...,xj)> V 
ello de modo draco). 


La situacidn mils frecuente en las aplicadones scrd la de una ecuacidn en 
tres variables 


F(x,y,z) = 0 

que, bajo la hipdtesia F[(x o, yo.ro) ^ 0, define implfcitamente una superficie 
z = f(x,y) en el espacio R 3 que pasa por (zo.yo,3>). En este caso, por (4.58), 
la ecuacidn del piano tangente en el punto (xo.yo.ao) es 

fj(*o.yoi zo)(.x - xo) + Fj(ro, »,*»)( y - w) + ^(®o.yo. *o)(* - *>) = 0 

Vemos que el vector gradiente VF(xo,yo,zo) es perpendicular al piano 
tangente, o sea, por definicidn, normal a la superficie F(x,y,z) = 0 en el 
punto (r 0 ,yo>2o). (Fig- 4-12. Y, en general, andlogamente al caso de dos 
variables, VF(x,y,z) es ortogonal a las superficies de nivel de la funcidn de 
tres variables F(x,y,z)). 

Si la hipersuperficie y = f(x i,...,x„) estd definida implfcitamente por la 
ecuacidn F(x i,...,Xn,y) = 0, su hiperplano tangente en el punto 
(*0,!») = (*?. ->*•>*■) tiene P° r ecnacidn 

K,( x o,vo)(xi - *?) + - + Fj.(io,yo)(x» -i2) + Fj(*o.yo)(y -yo) = 0 
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y, corao para n = 2, el vector gradient* VF(*?,...,z®,K>) <» ortogonal a 
dicho hiperplano tangente. 

Como antes, la formula (4.58) se deduce de la regia de la cadena aplicada 
a la funcidn compuesta 


(Zl,...,x n ) I — « G(x) = F(xi,...,Xn,f(xi,...,Xn,v)) = 0 
Por ejemplo, si z = f(x,y) estd definida implidtamente por la ecuacidn 
F(*,y, *) = 3s 2 * - *Y + 2a 3 + 3yz - 5 = 0 


entonces 

fj = 6xz - 2 zy 2 

= -2*^ + 3* 

Fi = 3z J + 6* 2 + 3p 

y se tiene 

dz _ Fi Ixtf-Hxz 

Ox ~ Fl~ 3i ?+3y + 6z* 
dz = Fj 2x?y-3z 

9y ~Fl tea + fy + fe 2 

Tambifa como antes, estas derivadas parciales se calculan 
derivando en la ecuacidn 


la prdcdca 


3a?z - zV + 2z* + 3yz - 5 = 0 
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res pec to a x y a y considerando mentalmente a z como funciOn de las 
variables independientes xe y: 

6 xz + 3x*zi - 2IJ) 2 + 6s 2 2^ + 3yz? x = 0 
SAj - 2**y + 6s*4 + 3s + 3ys£ = 0 


, 6ss - 2xy 2 

“ HP+foS+ily 

. _ -2x*y + 3s 

*»“ 3I 2 + 6s 2 + 3y 


Slstemas de ecuaciones 


El teorema general de fundones implfdtas se refierc a la posibilidad de resolver 


{ Fi(xi,...,xn,yi,...,y m ) = 0 
Frn(*U~,*n,Vli-,Vm) = 0 


(4.59) 


ecuaciones define implfdtamente a las variables yi,...,y m como fundones de 
las variables x t x„ : 


»1 =/l(*l.-.*n) 


l Km = /m(*l *») 

Como decfamos antes, esta cuestidn puede plantearse desde el punto de 
vista equivalente que consiste en preguntarse, supuesta conodda una solu- 
cidn (xo.yo) = (*?.-,*K,S?,-,ySJ del sistema de ecuaciones, si a cada 
x = (xi,...,Xn) proximo al punto xg = ,z“) corresponde un 

y = (jn,-,Vm) = (Mxu-,x n ),...,fm(xi,...,x n )) tal que 


(*.y) = (* 1 , -,*n,/l(*l,-,*n). •,/«(*! *»)) 


sea tambita soluddn del sistema (4.59). Aplicando la misma idea que en el 
caso inicial de una ecuaddn en dos variables, podemos conjeturar que, si las 
fundones F\, ...,F m son diferendables, los resultados que se obtengan para el 
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sistema linealizado que results al sustituir F\, ...,F m por sus aproximaciones 
lineales en (xq.j/o) : 


£^(*0.»>)(Zl - *1) + ■ + fcr(za.Vo)(Xn ~ *S)+ 

«.)(». -»l) + - + |^(*0,#l>)(#m - »S.) = 0 

^(*0. !»)(*! - *?) + ••• + - *S)+ 

+^(*0,Vo)(Vi - »?) + - + ^(zo.VoHlIm -!&) = 0 


se podrAn extender, al menos en las proximidades de (xo.yo), al sistema 
(4.59), Como sabemoe por Algebra lineal elemental, cl sistema lineal (4.60) 
tiene solucidn Anica en las variables yi,...,y m para cada x = (zt,...,Xn) (y, 
en consecuencia, yi, ...,ym quedan deflnidas explicitamente oomo funciones de 
Xi,...,x„) si (y sdlo si) es distinto de cero el determinante 


m F m ) «, 

8(]n,-,Vn) 



(4.61) 


llamado determinante jacobiano de las funciones F\, ...,F m respecto a las va- 
riables yi,...,ym. Esta es, efectivamente, la hipdtesis clave para demostrar, lo 
que haremos en el capftulo 9, el siguiente 


Teorema 4.13 Sean Fi(x\,...,x„,y\,...,y m ),i = l,...,m, m funciones con 
derivadas parciales continues en an conjunto abierto D C R n4m y gea 
(%») = *2, y?,-,|jj eD tal que fi(*? xj.y? y®, ) = 0 pom 

Entonces existen 6 > 0, e > 0 y unas funciones de close C l 
fi-Bi(x o) — • (y? -e,y? +e), j = l,...,m, tales que: 

i) 


/>(*? *S)=1I? 
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«) 


Hi) 


F l (xi,-.,X n ,fi(xi, ...,Xn) ...,X*)) = 0 

(4.62) 

Fm(*l, Xn, !\ (X t , .... *,), .... /m(*l ,...,&>)) = 0 

: (*1,...,*,) 6 B«(*o) 

cado x = (xi, Xn) e B<(xo), » = (yi J/m) = 

-./m(*l.--.*»)) es la uniat solution del sistema de ecuaciones 


( Ft (*i, yi, - = 0 

l Pm(*l *n.»l, -,»m) “ 0 

que pertenece a [y € R m ; |yj — y?| < «} 

(En otras palabras, el sistema de ecuaciones F,(xi,...,x„,yi,...,y m ) = 0 de- 
fine implfcitamente a las variables y\,...,y m como funciones de las variables 
Xi, ...,x„ en un entorno de (x?, ...,xj), y ello de modo linico). 


Las derivadas de las funciones cuya existencia y continuidad 

garantiza el teorema, se obtienen, como en el caso de una sola ecuacidn, apli- 
cando la regia de la cadena a las funciones compuestas 

(*1 *»)>— A(*l, F,(xi,...,x,„ /i(xi, ...,/ m (xi Xn)) 


o sea, en tteminos practices, denvando implicitame nte en las ecuaciones (4.62); 
as!, para las derivadas respecto a x, se tiene: 

m + + m±?L. + 

Ogi dx, ■ ■ dy m dxi 

: (4.63) 

0F m | dF m df, 9F m df m 

dxi 9yi dxi dym dx, 

que es un sistema lineal en .... cuyo determinante de coeficientes 

es precisamente el determinante jacobiano de F ,, ..., F m respecto a las varia- 
bles en puntos (x,y) e (x € B«(*o),|vi -I^| < dicho deter - 

minante es una funcidn continua por ser suma de productos de derivadas 

primeras de F\, ...,F m que, por hipdtesis, son funciones continuas, por lo que, 

siendo, por hipdtesis, distinto de cero en (xo.yo) tampoco se anula en puntos 
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prrtximos a (zo.iio) (reduciendo 6 y e si es necesario). Es posible, por tan- 
to, obtener a P" 1 ' 1 <*® (4.63), y lo mismo para las derivadas 


EJEMPLO 1. El sistema de ecuaciones 

f F{x,y,z) = / i + » 2 + y s -* = 0 
\ G(x,y,z)^ xz 2 + y = 0 

define implfcitamcnte a y y z como funciones de x : y = f{x),z = g(x) en 
las proximidades del punto (0,0,0) ya que el determinante jacobiano 


XF,G) I 3y* 
8(v,z) | 1 


°.+c .£+°. | - ^2 + *“S=o 


J y 9 


I 1 + 2* -1 I 

dp _ j z 2 2xz | _ 2* + 4x 2 + z 

* . b iY~yi 

dx j ^ ~~ 1 j 6xp 2 s + 1 


EJEMPLO 2. 


El sistema de ecuaciones 


F(x,y , «,») V w 2 + yV - 1 = 0 
G(*,y,u,o) = / 2xy 3 + u 3 u = 0 


define implfcitamente a u y v como funciones 
t; — g(x,y) en las proximidades del punto (0, 1, 1, 


mo , 

d(u,v) 


». 0 ) = | 


Sifti 2 2xv I 
2 uv v 2 | (c 


= 3^0 


= /(*,*). 
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*+*s + *S - »w! + *'i-o 


de donde 


9n 

m 

I o 2 2 xo 1 

1 V | 9v 

mt 

I Vx 2 « 2 

1 2uu 2y 3 

9x 

s | 

3y V 2xv 1 ’ 9x 

2uo u 2 | 


1 3y 2 u 2 2*o 
| 2uo u 2 

Dem 

anera anAloga 




9u 


2yti 3 2xo 1 

6*y 2 u 2 | 9v 

S mf 

3y'V 2yu s 
2uo 6*y 2 

Sy 

® I 

3y*u 3 2*o 1 ' 9y 

2uo u 2 | 

sa 



la de la funcidn inversa 


Para que dicho cambio sea realmente litil, es necesario (como se recordarA 
de cureos anteriores: cAlculo de primitivas, cambios de base en Algebra li- 
neal,...) que la correspondence (*,y) *-* (*,t) sea inyectiva (o xmo a xmo), 
en otras palabras, que la apbcaddn de R 2 cn R 2 dada por (4.64) sea invertible, 
que existan dos funcioncs 


f Sn = /i(*l, •••>*») 

1 tfe = /•(*!. ■■,*•) 


(4.65) 
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de estudiar si a cada (yi,. le corresponds un 
= (fli (yi i .... Vn), —i ffn(yi 1/n) ) unlvocamente determinado de 


f *.= Si(/t(*i. •••.*»). -.*«)) 

I *.=*(/)(*>,--,*.) /-(*! *.)) 

{ w = /i(si(M.-.is>).-.9n(in,-.yh)) 

V» = /n(9l(Vl.-.K>).-.fti(yi.->Vn)) 


(4.66) 


Este es el problema anfUogo al de invertir una funcidn de una variable 
y = /(i), ahora relativo a la funcidn vectorial / = (/i, ...,/ n ) de n variables 
(zi,...,Zn). Para funciones de una variable f : I — R , I un intervalo de 
R, la condicidn de monotonia estricta (crcciente o decredente) es claramente 
una condicidn suficiente para la existenda de la funddn inversa /“■ (si / es 
continue en 7, la condicidn es tambidn necesaria). Si la funcidn / es derivable, 
esa condicidn se comprucba normalmentc analizando el signo de f en 7, y, 
asl, se tiene que si / / 0 en 7 (lo que implies que f es siempre positiva o 
siempre negative en 7, aunque no se suponga que /' sea continue), cntonces 
/ es estrictamente mondtona en 7 y la funddn inversa / -1 es derivable en 
todo punto y = /(*) e /(7) verifiedndose que 


Para ftmeiones vectoriales se tiene un resultado semejante contemplando 
el problema como el de la resolucidn dnica en Xi,...,Zn, para cada yi, ...,y n , 

f /l(*t *.)-lft=0 

1 /«(*l *») -». = <> 

y aplicando el teorema de fimdones implldtas: 

Tteorema 4.14 (Teorema de la funcidn inversaj Sean /i, ...,/» : fi -* R" n 
funciones de close C’(Sl), SI un akierto de R" y sea xo = (*?,—, *£) € SI tal 
que el determinants de la matris 

Df(zo) ^ (|^(*o)) • = 
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es distinto de cero. Entonces existe un S > 0 lal queen la bola Bg( yo), donde 
PO = f(xo) - (/l(*»).~ ,/n(*o))> e3Mn defimdas unas funciones Si,..., ft, * 
close C' gue verifiam (i-66) pom coda (jfi, ...,y») € Bj (so)- Bn particular, 
(gi(so),-,9n(so)) = 10 - 


La funcidn vectorial S = (Si, --,fti) es la m versa en B<(yo) de la funcidn 
/ = (A. — ,/n) y se represents por . La matriz 

D/(xo)^ (^(xo)) , i,i = l n 

es la matriz jacobiana de / en xp y su determinante, el determinant* jaco- 
biano en zo, se represents por Jf(xo) o, como ya dijimos, por ' 0 

9(yi’— ’Ifa) jgfjyjjag ^ [ a fundon in versa g{y) se calculan por deriva- 
o(xi Xn) 

cidn implfcita en (4.65), tenidndose para cada y = f(x) € B«(ft>) Is siguiente 
relacidn entre matrices jacobianas 

djKbMo/M )- 1 

NOTAS. 1. Tambifn aqul cabe sonalar, como hacfamcs a propOaito del teorema de la funcidn 
implfcita, que el de la funcidn invena es un teorema de txistencux: garantiza la 

exialencia de la funcidn invena pero no propordona una formula explfdta para ella. 

Por ejemplo, la funcidn de una variable 

/(*)-«* (3 + *>-i*) 






+ *»)- 
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ejemplo 3. Estudiemos si es invertible el sistema 


9, = *,-2*2 + *1*2 (4.67) 

jj = ij + ®f + sen(*i®j) 

(0, 0,0,0). Se tiene 

« = I 1+I 2 —2+*i I 

| 2*, + (cos*i*2)*2 1 + (cos *1*2)11 | (00| 



con lo que, efectivamente, el sistema tiene solucidn ilnica X\ = Si (j/1,1/2), 
*2 — 92(91,92) para cada (91,92) suficientemente prdximo a (0,0) y las fun- 
ciones asl obtenidas satisfaccn 91 (0,0) = 0, 92(0,0) = 0; en otras palabras, la 
funcidn vectorial / = (Juh) tiene inversa en un entomo de 

/(0, 0) = (/i (0, 0), /a(0, 0)) = (0,0). Para obtener las derivadas de 91 y 92, 
derivamos implfcitamente en (4.67) respecto a 91 e 92 : 


= ? 2 L- 2 —+x,— +x,— 

3pi % 3p, 'dyi . 

= £ + 2x '£ + **£ + (c “ 1 1Ij) 11 to, 


(l + *2)j^ + (-2 + *,)j^ = l 

(2*j + (cos *1*2) *2)^ + (1 + (cos *1*2) *i)^ = 0 


|1 -2 + *. I 

S91 | 0 H-(co»*i*a)*i | 1 + (cos *1*2)*! 


3pi 


-2 + *, 

J/(* 1,*2) 


I 2*1 + (cos *1*2) *2 1 + (| 

I l+*2 

=08*1*2) *1 

u 

1 

392 

I 2*1 + (cos*i* 2 ) *2 

o| 

2*i + (008*1*2) *2 

391 | 

1 +*2 - 
2*1 + (cos *1*2) *2 l + (o 

2 + *, I 
*>*1*2) *1 | 

Jf(x 1,*2) 


y analog amcnte para las derivadas respecto a 92- En general, naturalmente, 
se obtendrin expresiones impUdtas para las derivadas ya que *1 = 91(91,92), 
*2 — 92(91,92) no se conocerdn explfcitamente. Compru4bese en este caso 
que las matrices D/(x i,*2) y D9(/i(*l,*2)./2(*l,*2)) 800 inversas una de 
la otra. 





funciones atpilcms 


funcional 
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to tengamos dos pares (*i,jn), (xi : m) para los cuales = f(x 

pero h(xi,yi) yt hfa.yi), ya sabemos que una dependencia (undonal del tipo 
w = (fi(u) (o sea, h(x,y) = ¥>(/(*, y)) jam todo (z,y)) es imposible, pues se 
tendrfa: /i(x 2 ,V2) = f(f(x2,tn)) = 'kf(x i,J/i)) = M x l,Pi), «»tra la hipdte- 
sis de que fc(zi,yi) # 

En general, si / y j son dos funciones de clase C 1 en un abierto i!CR ! , 
se dice que g depende funcionalmente de / si existe una funcidn de clase C 1 

9(x,y) = <p(J ( *,*)) para todo (i,y) 6 fl (4.68) 

Si derivamos en (4.68), obtenemos por la regia de la cadena 


(En el ejemplo anterior: 

l*L d l\ 
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de g : f(x,y) = <p(h(x,y) (m el ej^plo, f(x,y) = ° 

/(*.») = Diremos que dos fundones /, g de dase C'(Si) son 

la otra. En caso contrario, se dice que son fimcionalmente independimtes. 


Heraos comprobado que para que dos 
rcobiano de f y g respecto axe 


»/yj 




an) 


Como veremoe a continuacidn, esta condicidn es tambidn “casi" suficienle; 
es una condicidn muy fdcil de verificar en la prdctica y esta es la razdn para 
suponer la regularidad C 1 en la definition de dependenda funcional. 

Concretamente se tiene que si se verifies (4.71) para todo (x, y) e SI, 
siendo SI im abierto conexo de R s , cntonces f y g son fimcionalmente de- 
pendientes en un cierto subconjunto abierto de SI. Veamos. Si todos los de- 
mentos de o sea, todas las derivadas defyg.se anulan en todo punto 

(x.y) e SI. cntonces / y g son constantes en SI (la hipdtesis de conexidn se 
hace para obtener esto) y hay infinitas formas de expresar g(x,y) = y>(/(x,j ()) 
(o /(x, y) = <p(g(x, y )) ) vtUidas, de hecho, para todo (x,y) e $}. 

Supongamoa entonces que una al menos de las derivadas 
9/ 9f 9g dg 
dx ' dy* dx' dy 


no es iddnticamente nula en fl. Sea, por ejcmplo, 

f£<*0.»)/0 (4.72) 

(en otro caso, loe argumentos serf an totalmcntc analog os) para un derto punto 

(*0,W>) € SI y sea uo = f(x o,!«)). 

Por d teorema de la funddn implfdta, existen 6 > 0, e > 0 tales que la 
ecuaddn en tres variables 


/(*.*)“« 

define, para (x, u) tales que |x - xo| < 6, |u - tio| < 6, una iSnica funddn de 
clase C 1 




y = 44x,u) 


(4.73) 
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que toma valores en el intervalo (90 - e,yo + e). Entonces, para (2,9) tales 
que |i - io| < 4, |k - yol < e, se tiene 

S(*.»)=9(*.^(*.»)) (4-74) 

Si probamos que G(x, u) = 9(2, 1^(2, u)) es independiente de x, 0 sea, 
que es de la forma <p(u) eu el cuadrado {(2,9); |x - ®ol < 5, |u - u*| < 4} , 


9(*.y) = »K/(*.»)) (4-75) 

(pues los valores u tales que |u — uo| <5 son exactamente los valores que 
toma f(x,y) cuando (*, ») € {(2,9) € fi; |x - *o| < 6 , |k - Kol < «) )• Peru 
(4.75) quiere decir que f y g son (uncionalmente dependientes en el abierto 
{(2,9) € 0; I* - xol < 4, ly-tiol <«}, <iue es lo que desedbamos obtener. 
Por la regia de la cadena aplicada a (4.74): 

OG = dg dgd* 

Ox Ox^OyOx 

Pero, aplicando tambign la regia de la cadena a la funciOn compuesta 

(z,u)~/(x,«x,»))- u = 0 (4.77) 


(como en ocasiones anteriores) se obtiene 


V.Vd *_ 0 

Ox OyOx 

Utilizamos ahora la hipdtesis de que el jacobiano 1 

Of Of 
Ox Oy 

= 0 

0g Og 
Ox Oy 


(4.78) 


lo que significa que exists A (= X(x,y)) tal que 

.«/ 99 =x ?f 

Ox Ox’ Oy Oy 

(recu&dese que Of/Oy /0 en un entomo de (29,90), P° r la < 
Of/Oy) y, en consecuencia, por (4.76) y (4.78), que 


Ox \0x 0y0x) 
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Pen) esto implies (vbanse k* comentarios que siguen al teorema del valor 
medio) que G(x,u) = g(x,<t>(x,u)) es independiente de x en 

{(*>**)! |* - *ol < |u - «ol < «} 

Con los mismos argumentos, podemos tambi&i establecer una condicidn 
suficiente para la dependenda funcional local, o sea en el entorno de coda 
punto de (l : 


Teorema 4.15 Scan f y g dos funciones de close C 1 en un abierto SI de 

R 2 . Si 



para todo (x,y) € fl, ententes f y g son 
cierto entorno de coda punto (x,y) € 0. 


°l\ 

ay 

= 1 (4.79) 

dg 
9y / 

) funcionolmente dependientes en un 


En efecto, considerando un (zo,Po) 6 fl cualquiera, la hipdtesis (4.79) 
implies que al menos una de las derivadas 

df df dg dg 
dx ' dy' dx ' dy 


es distinta de cero en el punto (xo,yo)- Elio permite, como antes, encontrar 
una relacidn funcional entre / y g en un conjunto abierto 
{(*,») € fl; |* - sol < t, |y - Pol < e) que contiene a (zo, w)- 

BJBMPLO 4. Analicemos si existe dependenda funcional entre las funciones 
f(x,y) = 2xy + 2x + l, g(x,y) = x > y 1 + 2x 2 p+* J - 1 


0(f,9) _ I 2y + 2 2x I 

8(x, y) . \2xy‘ + 4xy + 2x 2x‘y + 2x l \ 

_ 2(y + l) 2x I 

| 2x(y + l) 2 2z 2 (y + l)| 

para todo (x,y) 6 R 2 . Observamos que el tango es 1 en todo punto del conjun- 
to abierto R 2 \{(0, —1)}, por lo que / y g son funcionalmente dependientes 
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en un entorno de cada uno de esos puntos. Intentemos oblener la relacidn que 
las liga siguiendo la pauta de la demostracidn anterior. De 

2xy + 2x + l = u«* 2 x(y + 1) = u - 1 
results (para (x,y) f (0,-1)) 


que sustitufdo en 

v = aPy* + &y + a? - 1 



As(, pues, para todo ( x,y ) / (0, -1) se tiene 


9(*.V)-j(/(*.») -!)*-» (4.80) 

relacidn que, de hecho, es vilida tambiGn en d punto (0,-1), con lo que, en este 
ejemplo, vemoe que f y g son funcionalmente dependientes (globalmente) 
en R J . 

Sean, en general, /i(*),...,/ m (*), x = (xi, ...,Zn), m funcionesdeclase C 1 
en un abierto 0 C R". Se dice que una funddn /»(*) depends funcionalmente 
en n de las funciones /,(i),i = l,—,m, i j* k, si existe una funcidn ip declase 
C 1 talque f k (x) =»K/i(*),-,/t-j(*), A+l(*), •••./«>(*)) para todo xeQ. 
Se dice que las funciones f\(x),...,f m (x) son funcionalmente dependientes en 
fl si una de ellas, al menos, depende funcionalmente de las rest antes. En caso 
contrario, son funcionalmente independientes. 

La condicidn necesaria de dependencia funcional se generaliza sin dificultad 
al caso general: 

Teorema 4.16 Si fi(x),...,f m {x) son funcionalmente dependientes en fl, el 
rongo de la matrix jacobiana 



es estrictamente inferior a m en todo punto x € 0. 
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Demostracidn. Si m > n, o sea, si el niimero de funciones es mayor que 
el de variables, el resultado es obvio, ya que el rango de la matriz jacobiana 

es < n. Supongamos, entonces, que m < n y que una, al menos, de las 

funciones f depende de las restantes. Reordenando, si es necesario, las iun- 
ciones, siempre poderaos suponer que es fm(x) la que depende de las demte: 
/ m (x) — ip(j, f m -\{zj). Derivando en esta igualdad se obtiene en todo 

*en 



Pero esto signifies en la matriz jacobiana 

( Of, ... M 

Ox, 9x„ 

Ofm ' SU 

Ox, "■ Ox, 

que la illtima fila es combinacidn lineal de las derate, con lo que todos los 
menores de orden m (que han de contener las m Bias) son nulos. 

NOTA. Si m = n, el teorema nos dice que para que n funciones /i(l) /„(x) dc n 

variables scan funcionalmente dependientes en 11, ee necesario que el determinants 
jacobiano Jf{x) (ilnico manor de orden m = n) se anule en todo punto x e ft. 

Del teorema anterior sc deduce inmediatamente el siguiente 

Corolario 4.4 Si el Tango de la matriz jacobiana 



es igual a m en algdn punto zo € fl, entonces las funciones /i(z), — ,/ m (x) 
son funcionalmente independientes en fl. En particular, si el jacobiano de n 
funciones /j (a:), ...,/„(*) respecto a x = (x x„) es distinto de cero en al- 
gdn punto x 0 € fl, entonces las funciones /i (*),—,/«(*) son funcionalmente 
independientes en fl. 

En el capftulo 9 demostraremos, generalizando trivialmente los argumen- 
tos expuestos anteriormente, la siguiente condicidn suficiente de dependencia 
local: 
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Teorema4.17 Sean f(x),i = m funciones de close C 1 en un 

entomo U(x o) del punto xq 6 R" y supongamos que 

ran9 ° (f*^**)) = r - 0 < T < "• 

y que todos los menores de orden r + 1 de la matrix jacobiana son idbn- 
ticamente nu los en V(xq). Entonces, exist e So > 0 tal que las funciones 
fl(x),...,f m (x) son fvncionalmentc dependientes en o) C V(xo). 



De este rcsultado principal se derivan otras formulaciones que pueden ser 
iltiles en la prictica: 

Teorcma 4.18 Sean f(x),i = m funciones de close C l en un 

abierto conexo 0 de R n . Si el rango de la matrix jacobiana 



es estrictamente inferior a m en todo punto x € fl, entonces las funciones 
fi(x),...,f m (x) son fundonalmente dependientes en tin cierto subconjunto 
abierto de f 1 . 

En efecto, si todos los elementos de i 0 sea, todas las derivadas 

se anulan para todo * 6 $ 1 , entonces fi(x), ...,f m (x) son constantes 
en fl (que se supone conexo) y hay infinitas maneras de expresar cualquiera 
de las funciones en funcidn de las demSs. 

Sea entonces J r (x) un menor de Df(x) de orden m&cimo r, con 1 < r < m, 
que no es iddnticamente nulo en fi. Se tiene, pues, J r (x o) 5 1 0 para un cierto 
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xo € 12 — y tambi£n, por la continuidad de las derivadas §^, J,(x) ^ 0 en 
x € B f (x o) para an cierto p > 0 — mientras que todos los menores de orden 
mayor que r son id&iticamente nulos enS2.Se aplica entonces el teorema 
anterior con 12 = (/(*). 



Tborema 4.19 Sean /*(*), i = 1, ..., m , m funciones de close C 1 en tin 
o bierto 12 de R". Si 



para todo x 6 12, entonces /i(x), ...,/ m (x) son funcionahnente dependientes 
en an cierlo entomo abierto de coda panto x € 12. 

En efecto, basta aplicar de nuevo el resultado principal con U(x) — 12. 



EJF.MPI.0 5. Estudiemos la posible dependencia de las funciones 
u(x, y,z)=x + y + z, v(x,y,z) = x‘+y 2 + z?, w(z,y,z) = xy + yz + zx 
Se tiene 

2y 2 z = 2(x+y + x) x y z =0 

x + z y + x I | 1 1 1 | 

para todo (x,y,z) e R 3 . El rango es 2 (considerando, por ejemplo, las dos 
primeras filas) en todo punto que no est4 en la recta (x,x,x), con lo que, 
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fuera de ellos, las dos primeras funciones, por ejemplo, son independientes y 
la tercera depende funcionalmente de ellas. Elevando al cuadrado la primera 
results 

u J = * J +p J +a s + 2(zy+yz + zz) = t> + 2tc 
relacidn v41ida, de hecfao, para todo (z,y,z) € R®. 
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Asl pues, la condiddn puramente analftica g(x, y) = <p(/(z, y)) admite una 
interpretacidn geomStrica (igualdad de los conjuntos de nivel) que, a su vez, 
implica la proporcionalidad de los gradientes y la consiguiente anuladdn de su 


4.3 Notas al capftulo 


.. Derivada general segiin un vector n< 


Df(xo,0) 6 DiHx o) = lim 

para cualquier u 6 R" para el que el Umite exists. Bn si, esta extension 
no presents ninguna contradicddn con la definiddn que nosotros utilizamos, a 
condicfon de que no se pretends interpretar estas derivadas como dinccionalcs: 
no porque no se trate de derivadas -que lo son-, sino porque el par&netro t doja 
de reprcsentar el “tamano" (la longitud) real del incremento en las variables 
indepcndientes, y pass a reprcsentar un tamano "rclativo" al del vector 3. Bsto 
se manifests en la relacfon D/(zo, au) =» aDf(x o, u ) , fadlmente demostrable, 
y que refleja el hedio de que el incremento t(au) relative al vector cru tiene 
una longitud igual al correspondiente incremento tu, multiplicado por q. En 
resumen, cs aconsejable reservar la denominaefon “derivada direccional” a la 
derivada segtin un vector unilario, pues, de lo contrario, al baber infinites 
vectores que inarcan la misma direccfon, habrfa infinitas derivadas en una 
direccfon dada. 

En el caso de que la funefon sea diferendable en xo, esta derivada general 
viene dada por la misma formula de las derivadas direccional es: 

DJ(xo,u) = 4f(xo;u) = V/(*o) ■ u 


con lo cual la derivada segiin un vec 
mantentendose, como mucho, el n 
piensa en la aplicaciifn lineal u - 


or coindde exactamente con la diferencial, 
itiz de bablar de “diferencial” cuando se 
4((xo,u), mSs que en su valor para un 


2. Derivadas segiin 


y segiin 



el sentido en que se supone recorrida la recta. En cualquier caso, dado que 
D-aJ(x o,sio) = —Dgf(x o,J#), basta calcular la derivada segfin una de las 
direcciones para obtener inmediatamente la otra. 

Por ejemplo, la rectax+2y-3 = 0 pasa por los puntos (0,3/2) y (3,0), de 
forma que (3, -3/2) es un vector director suyo, cuyo mddulo es y tanto 

- (*-A) — -* - (-**) - — 

directores de I. Otra forma, m&s sencilla, de obtener C (6 —it) es observar 
que la pendiente de I es m = -1/2 (coefitiente de i en la ecuacidn explfdta 
y = -(l/2)i+3/2) y un vector de direction es (l,m), cuyo vector normalizado 
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4.4 Problemas 

1. En los siguieiites casos, calcular du/dt (o bien du/dt y du/ds): (i) 
como derivada de una funcion compuesta y (ii) por sustitucidn directa, 
comparando los resultados. 

(a) u = x 2 -Py 2 ; x = cost, y = sent. 

(b) u = e*y — ln(y + *) ;i = l I ,y = 0, x = U 

(c) t.-* + y 2 -* ! » = t*+s 2 ,y = i-.,* = l. 

(d) u = x + y 2 ;* = p-q,y = p+q 2 ;p = t,y = t + s 2 . 

(a) u = x 2 -t-t ; x = cos t (Atcnddn a los distintos signilicados de du/dt 

y du/dt). 

(f) u = x - y J + 1 ; y = -t (i De cudntas maneras se puede interpretar 
du/dt?). 

En los problemas (c) y (d), si partimos de t = 10, s = 5, £cuAl cs el 
efecto aproximado sobre u de incrementar t en una cantidad At = 0, 1? 
J si el incremento de 1 fuese del 2%? En general, si At es positivo 
(y suficientemente pequeno) £puede asegurarse que Au serd tambiAn 
positivo? 

2. Calcular dy/dx, donde y = u", u = u(x), v = u(x). 

3. Calcular la derivada de u = x 2 + y J * a lo largo de la curva y = x 3 , 
Particularizar en el punto (1, 1). Lo mismo a lo largo de la curva x = t a , 
y = sent, particularizando en el punto (* 2 ,0). 

4. Calcular la velocidad con que varfa el volumen de un dlindro de revolu- 
cidn sabiendo que, en el instante considerado, el radio de la base vale 10 
cm y crece a la velocidad de 2 cm/seg, y que la altura ft vale 15 cm y 
crece a una velocidad de 1 cm/seg. 

5. Oada una funcidn derivable if: R -• R de una variable, se pide: 

(a) Calcular las derivadas parciales de las funciones: 

(*) /(*.») = Mv)~W(x) («) /(*.») = xsen(p(y) 

(•«) /(*.y) = »>(*-») 

que la funddn /(x, y) = <p satisface la ecuacidn 
x/,+y/, = o. 


(b) Probar i 
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6. Dada la f unci6n f(x,y) = x + y^x? se pide: 

(a) Obtener su derivada en el punlo (1,2) en la direction de Angulo: 
(1) 30°; (U) 60°; (iii) 270°; (iv) x (radianes). 

(b) Obtener su derivada en el punto (1,2) en la direction dada por: 
(i) la recta x + y = 3; (ii) la curva z 2 +y J = 5 (v6ase la nota 2 de 
final del capftulo 4). 

(c) Obtener su derivada en el punto (1,2) en la direction dada por el 

vector: (1) (l/v/5, W5); (n) (1,-2). 

7. Calcular los puntos (x,y,z) en los cuales la derivada de la funciOn 
/(*.».*) = xy - z J en la direction dada por el vector 

es nula. 

8. iCuOles de las siguientes funtiones son homogOneas? 

«) /(*.») =^ + xy b) /(x,y) = 

c) l(x,y) = sen | J) f{x,y) =x + xy 

CompruObese la formula de Euler para aqutilas que lo sean. 

9. (a) Sea f[x,y) homogOnea de grado k. CompruObcse, directamente y 

mediante la formula de Euler, que [f(x, y)] n es de grado kn. 

(b) CompruObese que 

satisface 


xn,+yu, + zu, = nu. 


10. Se consideran las variables x t y llgadas por la relation 

y-V = 0 W 

(a) Comprobar que en un entomo de (1, 1) la ecuatiOn (*) define a y 
como funciOn (implftita) de x. Sea ip{x) dicha funtiOn. iCudnto 
Valeri)? 

(b) Calcular la derivada primera de <p(x). 

(c) Escribir la ecuatiOn de la recta tangente en (l,ip(l)) a la curva 
representativa de y = ip(x). 
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(d) Escribiendo la ecuacidn (*) en la forma y(xy - 1) = 0, dibujar 
la curva por ella representada e interpretar los resultados antes 
obtenidos. 

(e) iPueden efectuarse cdlculos andlogos en el punto (1,0)? 6 Con qu6 
resultado? j,Y en el (0,1)? 

11. Estudiar la aplicabilidad del teorema de la foncidn implicita a las ecua- 
ciones siguientes: 

a) to? + 2bxy + cy 1 + 1 = 0 b) y + cos(x + y) = 0 

c) sen xy - x = 0 d) = y‘ 

e) (x 3 + y 3 ) 3 - 2a J (* s - y 1 ) = 0 (lemniscata) 

Calcular en cada caso dy/dx. Comparer con los resultados que se ob- 
tendrlan para la foncidn explicits y = tp(x) cuando feta sea posible 
de obtener. En el caso e), localizer y clasificar los puntos crtticos de 
V = ¥>(*)■ 

12. Dada la foncidn F{x,y,z) = xy + xc + yz -e*. se pide: 

(a) iEs diferenciable en el punto (1, 1,0)? 

(b) Calcular aproximadamente F(0, 99; 1,01; 0,05) 

(c) Probar que la ecuacidn F(x,y,z) = 0 define impUcitamente a x 
como foncidn de (x,y), z - /(*,»), en un entorno del punto (1,1). 

(d) Calcular el valor de las derivadas parciales de J(x,y) en el punto 

0 . 1 ). 

(e) Escribir la ecuacidn del piano tangente a la gr&ficade z = f(x,y) en 
el punto (1,1,0). 

(f) <_Cu41 es la pendiente de esa grdfica en la direcddn que va de (1 , 1) a 
(0,0)?. 

13. Dada la foncidn F(x,y,z) = x+y + z-e x, ‘, se pide 

(a) Demostrar que F(x,y,z ) = 0 define una tlnica funcidn implicit a 
z = f( x ,y) en el entorno del punto (0, j). 

(b) Escribir la ecuacidn del piano tangent* a la grdfica de z = f(x,y) 
en el punto (0,J,|). 

(c) (.CuAl es la pendiente de esa grdfica en la direcddn que va del 
(0,|) al punto (|,1)? 
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(d) Considerando el mismo punto (0,5,5) 6 ® 3 ’ determinar si la 
ecuacidn F(x,y,z) = 0 define tambidn a y como funcidn de 
(x, 2) en el entorao de (0, i) y a x como funcidn implfcita de 
(y,z) en el entomo de (5, 5). Si la respuesta es positiva, calcular 
las derivadas primer as de dichas funciones impUcitas en los puntos 
indicados. 

14. Dada la ecuacidn 

* - V 2 + 2 z - ixyz + ** = 0 (*) 

iQud variables pueden despejarse en funcidn de las demiis en un entorno 
de (0,0,0)? Supuesto que pueda cxpresarae * como funcidn de (x,y), 

es el valor de z correspondiente a dichos valores de x,y? iCudl es la 
aproximacidn lineal de z como funcidn de (x,y) en el punto (0,0)?. 
Compararla con la que se obtiene aproximando (*) por eliminacidn de 
todos los tdrminos de grado mayor que 1, es decir despejando z de la 

15. Supuesto que la ecuacidn 

F(x,y,z) = 0 

permits definir cada una de las variables en funcidn de las otras dos, 
comprobar que se verifies 

Establecer otra relacidn del mismo tipo. 


(I) 

(a) Estudiar su dominio de definicidn. 

(b) Analizar si dicha funcidn es homogdnea. En caso de serlo, icudl es 

(c) Determinar, sin calcular el gradient* de la funcidn, el valor de la 
expresidn 


*/*(*.») +yf s (x,y). 



CAPfTULO 4. CONSECUENCIAS DE LA DIFERENCIABILIDAD 


(d) i Define la ecuacfon f(z,y) = fc, para algiin k, a la variable y como 
funcfon de la variable z en un entomo de z = l,y = 1? En caso 

afinnativo, obtener su derivada dy/dx y la aproximacfon lineal de 

y como funcfon de z en el pun to z = 1. 

(a) Se considera la funcfon 

u = /(z,„) = z»-| 

Supongamos que z e y dependen de la variable p mediante las 
formulas 

x=<f,y = e~ T . 


Averiguar, sin sustituir directamente p, si u es funcfon credente 
de p. 

(b) Se considera la funcidn 


«“/(*,») “«(*)- 1 

donde j(z) es una funddn de una variable tal que ff'(z) > 0 para 
todo z. ;.Puede asegurarse que u es credente como funddn de 
p, supuesto que x,y estdn reladonadas con p por las formulas 
anterioies? 


Dada la ecuaddn 


se pide: 

(a) Comprobar que (*) define a z como funcfon implfcita de (z,y) en 
un entomo de (0,1,0). 

(b) Obtener la aproximacfon lineal de z como funcfon de (x,y) en el 
punto (0, 1). Si a partir de z = 0, y = 1 damos unos incrementos 
Az = 0,1, Ay = -0,3, calcular aproximadamente el incremento de 
z correspondiente. 

(c) Despejar efectivamente z en funcfon de (z,y), obtener su aproxi- 
macfon lineal en (0, 1) y compararla con la anteriormente obtenida. 
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19. Si en la funddn z = f(x, y) se haoe un cambio a las variables (s,t) 
relacionadas con (x,y) mediante las formulas 


se obtiene la nueva funcidn (compuesta) z = F(s,l) (vbase el ejeraplo 3 
del apart ado 4.1). Mediante el cdlculo de z x , z, en funcidn de z„ Zt, 
obtener las soluciones de la ecuacidn en derivadas parciales 

2Zx — Sjr = 0. 

20. (Del libro Cilculo Integral de P. Puig Adam) La derivacidn bajo el signo 
integral permite a veces calcular integraks definidas mds fdcilmente que 
por otros mdtodos. Por ejemplo, derivando respecto a t en el resultado 
conocido 


- J* xsentxdx - -^aeatb+jooatb (•) 
y, de aquf, el valor de 

para el valor de t que interese. Derivar de nuevo en (*) para obtener el 
valor de 

/xWtfx 


Las integrates del tipo 


[ * . 

J (x 2 + o 2 )* 


se resuelven por formulas de reducddn (de k 
complicadas. Si se trata de la integral definida 


/ 


(** + (’)* 


fc-1,...) untanto 
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sc puede calcular m4s fdcilmente empezando por la integral para k = 1 

jsfcj-JH- S-5 

y derivando sucesivamente respecto a 1 : 

1 I* 21 dz » /" dx l , 

2fl J 0 + 41’ ’ 7o (* J + « s ) J_ 8t 3l ’ r+ ' 

Derivar de nuevo respecto a t en esta dltima expresiOn para obtener 

1. (a) Calcular la integral 

1 

mediante la introduction de un parOmetro t : 

y derivando respecto a t. 

(b) Calcular por derivation respecto al parimetro t las intcgrales: 

(o y^b(i+»co«*)«(x (»> 

(«0 f o 

2. Calcular las derivadas en t = 0 de las funciones x = x(t), y — y(t) 
definidas implfcitamente por el sistema de ecuationes 

(z-v‘-t = 0 
\ y + xy-xt = 0 


23. Calcular la matriz jacobiana asotiada a la transformation lineal 
u = x + 2y, v = x -y 

Compararla con su matriz asotiada en cuanto tran formation lineal de 

R 2 en R 2 . Obtener la transformation inverse y su correspondiente matriz 

jacobiana, comprobando que se trata de la matriz inversa de la anterior. 

I QuO se puede detir para una matriz A n x n?. 
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24. Probar que el sistema de ecuaciones 

i J + » a + a J = l 
3x-2y + 4x = 4 


define a y,z como funciones implfdtas de X en un entomo de (0,0,1) 
y calcular dy/dx, dz/dx. 

25. Dado el sistema de ecuaciones 

I i - p* + 2cos(xy) - e* = 0 
\ * 2 + 2xy — sene = 0 

discutir la posibilidad de que dicbo sistema defina a x. z como funciones 
implfdtas de y, y calcular dx/dy, dz/dy en caso de que sea posible. 

26. (a) Se considers la transformacidn a coordenadas polares 

x = rcosfi, y = raenS 


Calcular la matrix jacobiana D (l .. ( ,(x,y) de (x,y) respectoa (r, 0) 
y comprobar que 


«M>W 


! to 


(b) {.Cuando se puede formar la funcidn inversa (r(x,y),0(x,y))?. Cal- 
cular tnmbiin D( I# )(r,fl) y comprobar que es la matrix inversa de 
la anterior. 


27. Se considera la transformaddn a coordenadas esfericas (v6ase el capltulo 

1) 

x = psen^cosO, y = psen^sen#, z = pcoa/p 
Calcular la matrix jacobiana asociada a esta t ransformaciOn y comprobar 




8(x,y,x) 


Gstudiar cu4ndo dicha transformacidn es invertible. 
Dadas las funciones 

u(x,y) = x+y, v(x,y) = x 1 + 2xy 4-y 1 
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(a) Obtener sus familias de curvas de nivel. 

(b) Calcular Vu, Vo. Coraprobar que Vu esW siempre alineado con 
Vo. tQut implica esto en cuanto al jacobiano d{u,v)/d(x, y)? 

(c) Estudiar la dependenda fundonal de u(z, y) y v(x,y). 

29. Analizar la dependenda fundonal de las fiindones 

«(*■».*) = *(y - z) , v(x,y ,z) = y (*-*), «>(*,»,*) = *(* - V) 

Calcular u + v + ui e interpretar el resultado. 

30. Dadas las fundones 

u(x,y)=x + v, »(*,») = *-», to(z,y) = y s 

probar que w{x,y) se puede expresar como funcidn de u(i, y) y o(x,y). 

31. Analizar la dependenda fundonal de las fundones 

u(x,y,i) = * 3 + y 5 + z 3 - 3xyx, v(x,y,t) = x + y + z, 

t*>(*.V>*) = i* + y‘ + x‘-zy-zy-tx 
Encontrar la relacidn entre u, ti, u>. 

32. Una ecuacufn inferential onHnaria cs una reladdn que ha de satisfacer 
una “funcidn incdgnita" de una variable z(t) junto con su derivada 

A*)- 

J = /(*.*) 

(Esta es la forma normal de una ecuaddn diferendal, con la derivada 
expresada como funcidn explfdta de la variable independiente t y la 
funcidn *; la definiddn de soluddn de una ecuacidn diferencial ordinaria 
es, como en el problems 15 del capftulo anterior, obvia). La ecuad6n se 
dice que es de variable s separable! si la funddn del segundo miembro es 
el producto de una funddn sdlo de t por una funcidn s61o de x. Son, 
por tanto, de la forma 

g=9«M*) (*) 

donde g y A se suponen continuas en los intervalos (a, 6) y (c,d) 
respectivamente. Se trata de probar el siguiente teorema de existen- 
cia de soluciones para el problema de valor initial asociado a la ecuacidn 
(•): 

Teorema Sean to € (a,b), xg € (e,d). Enionces se Hene: 
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(a) Si fcfcro) = 0, ia funcidn constante x(t) = xo para lodo t e ( a,b ) 
satisface la ecuacidn (*) y la condition initial x(<o) — xo. 

(b) Si h(x o) # 0, existe tut intervalo I C (a, 6). eon to e (a,b), tal que 

la funtiOn x(t) definida wipltatarnrr.tr por 

Cvrt** 

es la tinica solution de (•) definida en I que satisface la condition 
iniciat x(to) = xo- 


flndicaddn : Considtrense las primitivas 

y la ecuacidn 

H(x)-C(t) = 0) 

Gate teorema justifica el nombre de mttodo de separation de variables 
que sc da a! proceso por el que sc resuclvcn en la prdctica estas ecua- 
ciones: para encontrar las soludones de 

J = gitWx) 

se “separan las variables" 



y, tomando integrates indefinklaa en ambos miembros, 

con C constante arbitraria, se obtiene una ecuacidn 
H(x)=G(t) + C 

que define implfcitamente a las soluciones de la ecuacidn (*), excepto 
a las posibles soludones constantes x(t) = xo con h(xq) = 0 (que se 
detectan directamente a partir de la propia ecuacidn). AquI, H y G son, 
respectivamente, determinadas primitivas de 1 /A(x) y g(t). Para cada 
C tal que la ecuaddn H(x) = G(t) + C tenga ai menos una soluddn 
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(t,x), se tendrd una o mds soluciones de la ecuacidn («) (una sola si 
ha de satisfecer ademds la condicidn inicial x(U>) = To con ft(xo) ^ 0, 
y nos restringimos a un intervalo suficientemente pequeno centrado en 
to € (o,6)). 

Sea, por ejemplo, la ecuacidn diferencial 

Procediendo como se ha indicado, las soludones estardn dadas por 

esdedr 

arctanz = t 2 + C 

o sea 

x(t) = tan(i* + C) 

con C constante arbitraria (hay loda una familia de soluciones — la 
solution general— dependiente de una constante arbitraria). Si se pre- 
gunta por la soluddn concrete que satisface la condiddn inicial prelijada 
z(0) = 0, se impone esta condiddn en la fdrmula de la soluddn general: 

0 = x(0) = tan(0 + C) = tanC 

y queda determinado el valor de C que le corresponde: C = 0, con lo 
que la soluddn pedida es 


Resolver los siguientes problemas de valor in 


\ x(0) = 1 1 x(l) = 2 \ x(0) = 1 

Resolver el problems de valor inicial gendrico para la ecuacidn loglstica: 


x' = ox-6x 2 
*(0) = xo 
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33. Puede ocurrir que una ecuacion diferenciaJ que en principio no sabemos 
resolver se transforme, mediante un cambio de variable, en una ecuacidn 
de variables separables: dada la ecuacidn s' = f(t,x), el cambio de 
variables dado por 


u(t) = H(t,x(t)) 

(que se express abreviadamente por u = H(t,x)) nos lleva, por la regia 
de la cadena, a la siguiente ecuacidn diferencial en la nueva variable 
dependiente u : 

A*) " BAt,m+B.(t,m At)= 

= H,(t,x(t)) + H,(i,x(t))./(t,x(e)) = 

= H«(t,K(f lO (0) + H,(t,fr(t,u(t)) • /(t,ff(t,u(0) 

(abreviadamente u' = H,{t, K{t,u) + H x (t, K(t,u)f(t,K(t,u) , donde 
x — K(t,u) es el cambio de variables inverso, es docir, el resultado de 
despejar x en funcidn de u en la ecuacidn u = H(t,x)). 

(a) Probar que una ecuacidn diferencial de la forma 

*' = /(ot + fcx + c) 

se transforma en una ecuacidn de variables separables mediante el 
cambio u = at + kt. 

(b) Una ecuacidn diferencial x 1 = f(t,x) se dice que es homogtnea si 
la funcidn }{t,x) es homogtnea de grado cero. Esto implies que 
/((,*) = F para una cierta funcidn F de una variable (ipor 
qu6?). Probar que una ecuacidn diferencial homogdnea se reduce a 
una de variables separables mediante el cambio 


(c) Resolver las siguientes ecuaciones 

(0*' = J + - (n)*' = — (»)*'= j 

Determinar la soluddn de (iii) que satisfoce la condicidn inicial 
*(1) = 0- 


© ITES - Partuiinfo 
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34. Dada la ecuaddn diferencial 

it pt+qx + r 

probar que se transforma en la ecuaddn homogdnea 
dX aT+bX 
dT ~ pT + qX 

mediante el cambio X = x - h, T = t - k, siendo ( h,k ) el punto de 
corte de laa rectas at+bx+c — 0, pt+qx+r = 0. TYatar tarobi&n el caso 




Capitulo 5 


Derivadas sucesivas. Formula 
de Taylor 


Continuamos en este capitulo con la extension a varias variables de conceptos 
y re8ultadoe bien conocidoe del cOlculo diferencial de funciones de una variable. 
Las derivadas segundas de una funddn de varias variables son, simplemente, 
las derivadas de las derivadas prime raa, y as! sucesivamente. Eso si, la mul- 
tiplicidad de derivadas de un determinado orden plantea la cuestidn, nueva 
respecto al cOlculo de funciones de una variable, de estudiar qu6 relaciones 
existen entre ellas. La formula de Tiylor es un instruraento fundamental para 
el estudio cualitativo y cuantitativo de una funddn y su extension a funciones 
de varias variables se base directamente en el correspondiente rcsultado para 
funciones de una variable. En una primera aproximaciOn, puede limitarse la 
lectura de este capitulo a los apartados 1, 2 y 3. 


5.1 Derivadas sucesivas. Funciones de clase C p . 

Recordemoe que si y = /(x) es una fundOn de una variable definida en un in- 
tervalo /, y suponemos que es derivable en todos los puntos de 7, UamObamos 
funddn derivada a la funciOn x i-» f(x). Si esta funciOn admite, a su vez, 
derivada en un punto xo € 7, la Uamamos derivada segunda de / en xo y la 
denotamos por /"(xo) 0 lPf(x o) : 

n*>) = (/)'(*») « D S /(xo) = (D(D/))(x 0 ) 

Si f" estd bien definida en todo 7, Uamamos funddn derivada segunda a 
X k* /"(x), funciOn cuya derivada, si existe, denominamos derivada term a, y 
as! sucesivamente. En general, la derivada n-(sima se denota / (n, (x), D"f(x) 
0 d“//dx n . 

© ITES - Panuiiufo 
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rads variables del concept*} de derivadas 


Derivadas parciales segundas 

Sea f(x t y ) una funcidn definida en un conjunto abierto D C R 2 tal que /' 
y f'y existen en todo punto de D . Estdn, entonces, definidas las funciones 
derivadas parciales (priraeras) 

D 3 (*,») •— f,(x,y) 

D 3 (•*, v) • — •f/x.y) 

Las derivadas parciales de estas funciones en un punto (xo.Wo). si existen, 
son las derivadas parciales segundas de /, a saber: 

• (/*)«(* o,!/o) : derivada (parclal) segunda de / respecto a x (dos 
veces); se denota de cualquiera de las formas siguientes: 

ft(xo,Vo), !"„(x o.Vo). fAxo.Vo), fxx(x o,yo), 
t^,ij(x o,im>), f4/(»o,W)), O?i/(io,po), /n(*o,lfo), ^(xa.Vo) 

• (/vJvt^o.Po) : derivada segunda respecto a y (dos veces); se denota 
por 

4/.fc.g 

(evaluando en (zo,yo))‘ 

• (/•)»(* O.M>) • derivada segunda respecto a x y respecto a y: 

(evaluando en (zoiPd))- 

• {fyYA x OiVo ) : derivada segunda respecto a y y respecto a x: 

ft, 


(evaluando en (zq, yo ) I . 
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Si estas derivadas estin definidas en todo punto (x,y) e D, entonces 
(x,y) *— * vr4(x, y) , etc., son las correspondientes funciones derivadas se- 
gundas de f. Las dos Ultimas son las derivadas mixtas o cruzados de /, y 
plantean la cuestidn, sin equivalente en el cUlculo de funciones de una varia- 
ble, de estudiar quU relacidn exist e entre ellas: j,es posible cambiar el orden de 
derivaddn? 


1. Sea f(x,y) = a^y 4 -bye 2 *. Entonces: 

^( I i y 4 + ye J *) = 5*V + 2ye 2 * 

£(*V +«*■)-«**+.* 

£(*V +v*) = ^(5xV + 2W* 2 *) = 20x 3 y < + dye?* 

£<*V + ye*) = + e 2 *) = 12*V 

+ *>■> - 5<av + ■“) - «*Y + 

2. Sea /(x,y) = e'y 2 . Entonccs: 

/, = 0,(eV) = eY. r, = D,(e*y 2 ) = 2e'y 

/£, = D,D,/ = O, (e'y 2 ) = e'y 2 , R, = D,D,/ = D, (e'y 2 ) = 2e*y 
/£ = 0,0,/ = O, (2e z y) = 2e*y, & = D,D,f = O, (2e*y) = 2e* 

Observamos en estos dos ejemplos que /", = /JJ,, es decir, que las dos 
derivadas mixtas coindden y que, por tanto, no importa d orden de derivaddn, 
Esto se cumple bajo hipUtesis muy generates que se dan en la gran mayorfa de 

las aplicadones. En efecto, se tiene d siguiente teorema que demostraremos 

al final del apartado: 
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Teorema i.l S ^ ( JJ existen en un en tomo de (xo.yo) y son conti- 
nuas en (xo,yo), entonces coinciden en dicho punto: 

^(%K> = fZz(*o,yo) 

La extension a funciones f(x de n variables es inmediata: Sea 
D C R" un coryunto abierto y sea f : D — R una funcirtn cuyas derivadas 
parciales estdn definidas en todo D. La derivada (parcial) segunda res- 
pecto any xj en un punto xo € D es la derivada parcial respecto a x } 
de la funciOn derivada pardal respecto a x, de /, y se denota por cualquiera 
de los siguientes simbolos 

g^-(xo), BV(*o), D?,/(xo), £.,<* 0), yr,(xo). /,.„(* o). /#(*d) 




etc- 

Si esta derivada est4 definida para todo x € D, entonces 1 1 — • /?„,(*) se 
denomina funciOn derivada segunda respecto de x, y x,. 

Puesto queen la determination de y las variables 

distintas a r, y permanecen constantes, o sea, se calculan las derivadas 
seguudas de la funciOn de dos variables 

x, *“) 


en cl punto (x®,x9), el teorema 5.1 se aplica directamente para obtener que, 
si & l y estin definidas en un entorno de xo y son continuas 

OXiOXj OXjOXi 


_^L (I 

dXidXj'' 


Definition 5.1 Si en un abierto D C R n existen y son continuas todas las 
derivadas parciales prtmems y segundas de la funcidn f, se dice que f es dos 
veces continuamente diferenciable y tambUn que es de close dos (o de 
close C 1 ) en D. El conjunto de tales funciones se denota por (^(D). 
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(Ndtese que i 
teorema 3.2, la < 
/•) 

De acuerdo c 


a el teorema 5. 


/ € C*(Z)), entonces 
-(*), x€0 




La igualdad (5.1) de las funciones derivadas segundas cruzadas seri, como 
decfamos, lo usual en las aplicaciones. 


Aplicacidn: Funciones potenciales. Campos gradiente 
Una funcidn continua f(x) de una variable definida en un intervalo I siempre 
posee una frncitn primitiva, o sea, una funcidn F(x) tal que F'(x) = f(x) (y, 
como sabemos, si F(x) es funcidn primitiva de /(x), tambidn lo es F(x)+C 
para cualquier valor de la constante Cj. Basts considcrar, en efecto, 

f(x) = f f(t)dt 

siendo x 0 un cierto punto de 1. 

Si nos planteamos la misma cuestidn para funciones de dos o mds variables, 
no tiene scntido preguntaree por la primitiva de una sola funcidn f(x,y), pues 
una funcidn de doe variables tiene dos derivadas primeras. Es claro que la 
cuestidn andloga habri de sen dado un par de funciones f(x,y), g(x,y) en 
un coqjunto abierto D r,existe una funcidn u(z,p) tal que 

Us(x,v) = /(*,») , u,(z,y) = g(x,y) ? 

Cuando esto ocurre se dice que u(x,y) es funddn primitiva o funcidn 
potencial del par de funciones /(z,y), g(x, y). Este ultimo tdrmino proviene 
de las aplicaciones a la Ffsica de estas ideas, lo mismo que la interpretacidn 
de la aplicacidn 

O 3 (z,p) > — • ( f{x,y), g(x,y)) € R l 

como un campo vectorial (un campo de fuerzas, con frecuencia), o sea, como 
una asignacidn a cada punto (x,y) e D de un vector que visualizamos con 
base en el punto (x,y) (Figure 5.1). 

Decir que u(x,y) es funcidn potencial del par de funciones f(x,y), g(x, y) 
equivale a decir que el campo vectorial (f(x,y), g(x,y)) es el gradiente de 
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u(x,y). Por eso sc dice tambidn que un campo vectorial (/(x,y), g( x,y)) es 
un campo gradiente si existe u(x, y) tal que 

Vu(*,y) («.(*,»), «,(*,»)) = (/(*,») , g{x,y)) 

Supucsto que /(x,y) y g(x,y) son dc clase C'(D), si existe u(x,y) tal 
que Uz(x,y) = /(x,y) , u,(x,y) = g(x,y), entonces 

(9u\ Sg = ±_ (du\ 

By 9y\9x) ' dx 9x\9y) 

Por el teorema 5.1, estas doe derivadas ban de ser iguales, de lo que se 
deduce que para que un campo vectorial (/(x,y),y(x,y)) sea un campo gra- 
diente es necesario que 

/*(*.v)“9r(*.») (5.2) 

Sea, por ejemplo, el campo vectorial 

(dry 2 - cosx, y + senxy) 

Setiene 

/»(x,y) = 8x 3 y, g,(x,y) = ycosxy 

Como / v (x,y) # 9i(x,y), el campo vectorial no es un campo gradiente, o 
sea, no existe ninguna funcidn u(x,y) tal que tix(x,y) = 4x 3 y 2 — cosx, 
iiy(x,y) = y + senxy. Vemos, por tanto, que, a diferencia de lo que ocurre 
para las funciones de una variable (o sea, para “campos vectoriales unidimen- 
sionales"), no todo campo vectorial (/(x,y) , g(x,y)) tiene funcidn primitiva 
o potencial. 
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Sea ahora el campo 

(s? + y*,2*y.+y) 


/»(*.») =2y. 9x(i,y) = 2y 

es decir, s( se satisfaee la condicidn necesaria (5.2). (.ExistirA funcidn po- 
tencial? Puesto que ha de cumplir que 

« 

ha de set de la forma 

«(*.») = J+V’x + Cty) (5.4) 

(resolviendo la ecuacidn en derivadas parcialee (5.3), como vimos en el capftulo 
4, integrando respecto a x y haciendo que la “constante" de integracidn sea, 
en realidad, una funcidn arbitraria de y : 

«(*.») - j (i J + y , )dx + C(y) = J +y J * + C(y) ) 

Pero, ademAs, u(x,y) ha de satisfacer u,(x, y) * 2xy + y, es decir 
^^ + lf t x + C(y)j = 2xy + C<y) = 2xy + y 
Por lo tanto, C(y) ha de ser tal que C*(y) = y o sea, de la forma 
C(y) = j+C 

con C constante arbitraria. Asf pues, el campo vectorial dado es efectivamente 
un campo gradiente y hemos const rutdo explfcitamente una funcidn potential: 



(no dnica, pues para cualquier valor de la constante C, la funcidn u(x,y) +C 
tambidn lo es: en esto se tiene el mismo resultado que para las funciones de 
una variable, y ello era previsible pues, como sabemos, las funciones u(i,y) 
y u(x,y) + C tienen el mismo gradiente.) 

El ejemplo precedente apunta a que la conditidn necesaria (5.2) es tambidn 
condicidn suficiente para que un campo vectorial posea funcidn potential, 
sugiriendo incluso el camino de la demostracidn por medio de la construccidn 
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Tteorema 5.2 Supongamos que el campo vectorial (f(x,y), g{x,y)) estd defi- 
nido en un rect&ngulo abierto 

R={(x,y),a<x<b, c<y<d) 

y que las derivadas parciales /„ y g z son continuas en it Entonces 
(/(*.»). Q( X ,V)) “ campo gradients si y silo si f„=g,. 

Demost racidn. Ya hemos comentado la necesidad de la condition, derivada 
del teorema de igualdad de las derivadas ciuzadas. En cuanto a la sufiriencia, 
bemos de encontrar, dadas / y g, una funcidn u(x, y) tal que u x = f,u b = g. 
Sean (xo.Vo) un punto fijado cualquiera y (x,y) otro punto cualquicra del 
rect&ngulo R (figura 5.2). 



Puesto que u(x,y) ha de cumplir que u, = f,Uy = g, habr& de set 

“(*o.W> ) + J ^u(«,»)da = u(xo,po) + J /(a, voids (5.5) 

y tambiOn 

v(x,y) = u(x,yo) + ^u(x,t)dt = j* g(x,t)dt (5.6) 

de donde, sustituyendo (5.5) en (5.6), 

u(x,y) = u(io,vo) + f f(s,yo)ds + g(x,t)dt (5.7) 

(la primera integral de (5.7) se realize a lo largo de un segmento horizon- 
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tanto, que, efectivamente, la funcidn u(x,yj definida en (5.7) (tomando para 
u(xo,m) un valor prefijado cualquiera) verifica en R que «*(*, y) = f(x,y) y 
Uy(x,y) = g(x,y). Por la regia de Leibniz para derivar integrales dependientes 
de un parametro (apartado 4.1): 

“»(*.!>) = /(*.») + ^ 

que, aparentemente, no tiene nada que ver con /(x,y). Pero oomo, por hipd- 
tesis, g x = /„, se liene 

»*(*.#) = /(*.») + f /»(*.*)<# = /(*.») + /(*.») ~ /(*.») “ /(*.») 

como querfamos demostrar; y de la miama manera se comprueba que 

«*»(*>») = 9(x,y). 

En la prdctica, dadas / y g tales que J t = g,, se procede como en el 
ejemplo anterior: 

• se realiza la integracidn respecto a la variable x 

“(*.»)- j /(x,y)dx + C(y) (5.8) 

con una funcidn C(y) pendiente de determiner en lugar de la constants 
de integracidn. 

• el resultado sc dcriva respecto a y y se iguala a y(x,y); la demostracidn 
del teorema garantiza que quedard para C(y) una expresidn que sdlo 
depende de y. 

• se integra en y para obtener C[y), se sustituye su expresidn en (5.8) y 
queda determinada una funcidn potendal del campo (/, g) (una infinidad 
de ellas, de hecho, ya que la expresidn de C(y) obtenida depende de una 
constante arbitraria). 

EJEMPLO. Sea el campo 

(y*i2xy+seny) 

Se tiene /,(x,y) = 2y, y,(x,y) = 2y, por lo que setratadeun campo gradient* 
en cualquier rectdngulo de R 2 . Procediendo como se ha indicado: 

u(x,y) = Jv‘dx + C{y) = xy‘ + C(y) 

%(x,y) = 2xy+C'(y) = 2xy + seny 
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tllqj't =7.tT= g ^r. tito (xlrtfo "sitote^caTe^Sn 

v(z,y) ~ aictan - +C(x) 

a z llegamos a C“(x) = 0. Loa mismos atlculos vafcn para el aemiplano x < 0. Por 
tanto, u(x,p) ha de ser de la forma: 

para ciertaa constantes C* y C-. Si la funciOn u ha de aor continua en el aemieje V 
positivo, tiene que verificarae w/t +C, = -»/2 +C- . Y si tambiGn ha de ser continua 
en el semiqje y negative, entonces -x/2+CV = w/2+C- . Pero eetas dos condicionea 

campo vectorial propuesto. (Comprobar que en el conjunto D ~ R J \{(0, p) ; p < 0}, 
o sea, el piano menoa el aemieje p negativo, vale la demostrad6n del teorema 3 
oligiendo un (xo.Pe) apropiado, y encontrar en hi una funciOn potendal do) campo 

(5.9)). 

Derivadas parciales de orden superior. Flinciones de clase C' 

Las derivadas parciales de las derivadas segundas, si existen, se Hainan deri- 
vadas terccras de la funcidn /, y, en general, si se considers un conjunto de 
p Indices ii, «],..., ip € {1,2, ...,n}, la funddn 

y/ drf a ( o (VX\ 

dx ll dxi,---9x, f dxi, \dx h \dxi l J) 

que se obtiene derivando p veces la fundbn / en primer lugar respecto a x,, , 
despuGs respecto a x*, y as! sucesivamente hasta terminar derivando respecto 
a x ip , es una derivada parcial de orden p de /. Otras notaciones son: 

y tambiGn Df lia . ,^/ , /ftU,- !«,«, ■«, 6 

Como antes, C^iD) es el conjunto de todas las funciones definidas en el 
abierto D que tienen derivadas parciales continuas en D hasta el orden p. 
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Si / € C*(D) se dice que es p veces continuamente diferenciable o que es 
de close p (o de close O’) en D. Se conviene en que C°(D) <5 C(D) es el 
coqjunto de funciones continues en D y que C“(D) denote el conjunto de 
funciones que admiten en D derivadas pardales continues de cualquier ocden. 
(Por el teorema 3.2, la continuidad de las derivadas de orden p implies la 
continuidad de todas las derivadas de orden inferior y de la propia funciOn.) 

ejemplo. Para la funcidn /(z,y) = e’y 1 se tiene 

r , 5 = D,D,D,f = D,D,(e*y J ) = D,(e*y*) = e*y J 
= D t D,D,f = D.O.feV) = 0,(*V) = 2e*y 
= D,D,D,f = D,0,(e*p J ) = D, (2e*y) = 2e*y 
/£ = D t D,D,f = D,D,(e*y») = £>,(2e*y) = 2e* 

= D x DjDyf = D,D,( 2e*y) = D„(2e*y) = 2e*y 
= D,D,D,f = D,D,(2e*y) = D, (2e*y) = 2e* 

= 0,0,0,/ = D,D,( 2e*y) - O, (2e*) - 2e* 

$ = D,D,D,/ = D„D,(2e*y) - D,(2e*) = 0 


Como para las derivadas segundas, observamos tambidn en este ejemplo 
que f", t = f^, = /J£a, /£a = /£, = /"I,, ea decir, que el orden de aplicacidn 
de los operadores de derivation D„ O, no iniluye en el resultado; lo que cuenta 
es el ndmero de veces que ae aplica cada uno de ellos. Esta propiedad es cierta 
bajo hipdtesis muy generales y se deduce f&dlmente del teorema 5.1: 
Tteorema 5.3 Sea f € 0(D). Si las listas (ti.ij, y 


En efecto, (/i,/2,™»/p) es una permutation de los numeros (*i , »2» -•.,*?>)• 
Dado que una permutaciOn cualquiera puede obtenerse por sucesivas permuta- 
ciones de dos elementos contiguos, bast a demostrar el resultado para p = 2 ; 
pero esto es el resultado (5.1) que, como vimos, se deduce del teorema 5.1. 
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Demostracidn del teorema de igualdad de las derivadas mixtas 
Sea A ^ 0 lo suficientemente pequeno como para que el rectSngelo Ru, de 
vertices opuestos (io,yo) y (*o + A , ya + A) este contenido en el entomo de 
(*0>#o) en el cual existen las derivadas y fjj,. Definamos 

A( A) =' /(* o + A,po + A) - /(xo + A, yo) - f(xo,Vo + h) + /(*0>H>) 
F(x) " /(*,»> + A) - /(*, j»), G(y) " /(*o + A,y) - /(*o,y) 

Estas funciones de una variable son derivables, y sus derivadas son 

*W - £(*.» + A) - £(*.»). <?(v) = £(*o +*.»)- <(■«.») 

Entonces, -4(A) se puede escribir de las dos formas equivalentes: 

-4(A) = F(xq + A) - F(xo) = Gfo, + A) - Cfoo) 

Aplicando el teorema del valor medio en una variable, 

F(*0 + A) - F(xo) = AF'fxo + fijA) = 

“ A[^(*o + ®iA,»i + A)-^(*o + ®iA,»))] 
donde 0 < 9\ < 1. Volviendo a aplicar dicho teorema, ahora a la funcidn 
H(v)"/.(*0 + 9iA,v), 

cuya derivada es H'( y) = f!y(xo + 0iA,»), tendrfamos 
ff(l* + A)-//( W ) = Atf( W + « a A) 
donde 0 < 9i < 1. Es dedr, 

/£(* o + ®iA,l» + A) - f x (x o + ti A,») = A/Jjlio + A,h> + 0 a A), 

y entonces 

-4(A) = A J /J^(xo + #i A, yo + ®jA) 

Procediendo igualmente con la segunda expresidn para A, tendrfamos 
-4(A) = G(8o + A)-G(y o ) = AG'( w + 0sA) = 

= A [/J(x o + A,po + 9jA) - f t (xo,yo + 0jA)] = 

= A 2 )^(xo + 9 t h,yo + 8$h) 
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donde 0 < <*3,04 < 1. Por to tanto, igualando ambas expresiones para A y 
dividiendo por ft 2 obtenemos 


+0ifc,W> + 0!*) = %,(*<> + 04<*,S» + 03*) 

Haoiendo tender It — • 0, y apbcando la hipdtesis de continuidad de y 
£ en (zo.po). Begamos a la igualdad pedida: J^(*o,S») = 


*.*) = 


*(*.»)* (0,0) 
«(*,») -(0,0) 


*(*.») ■ 




m (x,y) ft (0,0) 


(»* + »»)* 

ie dond* /J(0,y) - -y, y (/i)' (0,0) - -1. Por otra parte, 

«-.»)— i <*.») # mo) 

to donde /'(i,0) = x, y (/pi(0,0) = 1. Por tanto, £(0,0) # /£(0,0). 

ta functon no cuinplen la hipbtesis del 

, x' + ftrV-ftrV -W 6 
«■■»> - *(*.») — 

no tiene Kmite cuando (x,y) -• (0,0), como se comprueba fdcil- 
y — mx. Pueden relajarse algo las 


hipdtesis del teorema, cc 


5.2 Funciones compuestas e implfcitas 

Sea OCR 2 abierto. Supongamos que / e C^fD) y que n(t), »(t) son dos 
funciones de C 2 )/), donde / es un intervato de R, tales que («(<),»(<)) 6 D 
para todo t € /. 
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Como sabemcs del capitulo anterior, la funcidn compuesta 

la t— .F(t) 

es derivable en / y su derivada viene dada por la formula 

m = fMQAWw + (5.u) 

Volvamoe a derivar, y para ello observemos que f*(t) estd formada por una 
suma de productos de funciones de t por funciones compuestas de t. Por tan to, 
podemoe aplicar de nuevo la misma regia de derivation (5.11). Para facilitar 
la comprensidn del proceso, definamos provisionalmente 

0(0 = fMQMt)). B(t) * 4M t)Mt» 

Entonces, por (5.11), 

o'W = + 

ff(t) = WMVMOWW + (f.Y.HQMmAt) 

Por tanto, 

r(0 = A[G(0«'(0 + tf(0»'(OI = 

- GW(0 + (3W(t) + H'(tW(t) + = 

= [tfM*)’«-(‘M0 + A(“(0.»(0y(0] At] + r,M0.t'(0K(0+ 

+ [&(«w,«(omo + #M o.«<oy(o] ad + r,(u(t).»(‘)y(t) 

Reordenando ttiminos y teniendo en cuenta que fHy = obtenemos la 
formula final 

no = ft(u(t),v(‘))A‘) 3 + 2%,(u(t),v(‘))A‘)A‘) + (5.12) 

+ ^wo.«(oy(o J + /,wo,«(o)«*(o + /,( u(o,v(ok(o 

F" = &A + 2/^uV + fyA + f,u" + ry (5.13) 

formula en la que, como vemos, aparecen tOrminos con derivadas segundas de 
/ multiplicados por derivadas primeras de u y v, y derivadas primeras de / 
multiplicadas por derivadas segundas de u y v. Vemos tambiOn que f( t) es 
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continua, o sea, que si / 6 C*(D) y u(t), v(t) G C*(i) , entonces la funcidn 


F(t) = /(«<t),v(t)) 

tambita es de dase £?(/). Reiterando el argumento se ticne que, si / G C(D) 
y u(i), v(t) e &(!), la aplicacfon repetida de la regia de la cadena iraplica 
que ( i — . F{t) = /(u(t),v(t)) tambifen es de clase C([) y permite calcular 
sus derivadas sucesivas hasla el orden p. No mcrece la pena intentar estable- 
cer formulas generates analog as a (5.12) pues son demasiado complicadas; lo 
haremce dnicamente en el apartado 5.4 para una situaddn especialinente dti). 
Aparte de ella, lo aconsejable en cada caso concreto es derivar la expresfon 
(5.11) utilizando la regia de la cadena las \»ss que sea necesario. 

La formula anUloga a (5.13) para la situacfon general en que / G C*(D), 
siendo D un conjunto abierto de R", ui(ti,...,tm),-., ti f ,(ti,...,t m ) son fun- 
ciones de clase & en un abierto CcR" tales que (ui(t),...,Un(0) e Oomf 
para todo t = (ti, .... Cm) G O' , y F(*i,...,t m ) es la funcfon compuesta 

ff 3 t~FQ) «/(«,($ «.(«)) 



f (*./(*)) = 0 para todo xG/ 

y derivar dos veces. Para ello, cmno hacfamos en el capftulo anterior, nos servi- 
mos del artificio de considerar provisionalmente una variable t que coincida 
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D,F(t,f(t)) = + = 0 para todo x € / 

londe, corao vimoe alii, se deduce la formula de la derivada primera 

ni p,(um v ^(*. /(*»/ 


0?f(‘,/(«)) = fJfc/W) + 2^('./(<))f(i) + ^(i,/W)/'(l) S + 

+W,/W)0 + f;(«,/(0)r(t) = 0 para todo 16/ 


... , ^(x./W) + 2^(z,/(x))/(i) + fj(x, /(!))/'(!)» 

rW fjWMI (5 - 15) 

que es la formula de la derivada segxmda de urn funcidn definida impltcita- 
mente. Se puede sustituir en ella la formula anterior para /', obteniendo la 
expresfon equivalente 

F$F? -2FZ,F‘,F' t + F$F? 


en la que todas las derivadas estdn evaluadas en (z, f(x)). De estas formulas se 
puede sacar informacfon acerca de la concavidad y convexidad de las fimciones 
impllcitas, mdximos y mfnimos locales, etc., todo ello, daro estd, sin obtcner 
una formula explicits para /(z). 

EJEMPLO 1. Consideremos la ecuacfon 

F(z, p) ^z J + y 3 — 1 = 0 
que define doe fimciones impllcitas (continuas): 

/+(*) = /_(*) = -jr# 

definidas ambas en (— 1, 1], y que representan las semicircunferenciss superior 
e inferior, respectivamente, de radio 1 centradas en el origen. 

Consideremos un punto cualquiera (zo,po) de la curva F = 0, es decir, tal 

F{xo,yo ) = 0 
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Como F£ = 2x, Fy = 2y, resulta 

0,So) = 2xo, Pj(*o.So) = 2s 0- 

Por tanto, si j/o # 0, el teorema de la fundOn implfcita nos garantiza la exis- 
tence de una funciOn / : (xq - 6,xq + 6) — » (so + e,st> + e) que satisface 
x 2 + f{x) 2 - 1 = 0 y f(xo) = so- Obviamente, si so > 0, /(x) = /+(x), y 
si SO < 0, /(x) = /-(x), as( que podemos garantizar que / est4 definida en 
(-1. 11- 

La derivada f'(x) satisface 


f(x) = — — — para todo x € (—1, 1) 


en a partir de la formula 

rw 


f^(x,/(*)) + 2f^(*,/(x))/(x) + P^(x,/(x))/'(x) J 


' W ~ 2/(x) 

IO resultado que la segunda formula get 
FZF* - 2f^fJPT + Bf? 


es dedr: 

r ,,l 2(2/(x)) a + 2(2x) 2 /(x) 3 + x* 

(2/(*)) 3 " /(*) J 

como se puede comprobar f&cilmente. Particularizando en (xo.so). 

rm-i 
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En consecuencia: Si so > 0, / (que coincide con /+) alcanza un tn&cirm 
local para x = 0, mientras que si so < 0, / (que abora coinddirfa con /_) 
alcanza un mlnimo local para x = 0. Ambas condusiones se corresponden, 
evidentemente, con la interpretacidn georaitrica de estas fundones implfcitas 
como semidrcunferendas superior (para el m&cirno) e inferior (para el mfnimo) 
de la circunferenda unidad. Observe* tambiOn como de la expresidn para f 
se deduce que /+ es cdncava y /_ convexa en [— 1 , 1]. 

E.IEMPLO 2. Consideremos un ejemplo parecido al niimero 7 del apartado 4.2: 

F(*,y) = i - lni+ v - 21ny - 2 
Sea (*o,yo) = (lil)- Entonces: 

« F(l,l)-0 

• fj(z,y) ~ 1 — fj(*,y) = 1 - de donde fj(l,l)^0,y F(*,y)-0 

define implfdtamente una funcibn / : (1 - 5, 1 + 5) -• (1 - e, 1 + e) tal 


/(l) = 1 

F(x,f(x) = 0 para todo x € (1 - 5, 1 + 5) 

f(x ) = para todo *6(1- 5, 1 + 5) 

l ~W) 


En particular, /(l) = 0. 


f£(*,/(*)) + 2fJ^(z, /(*))/'(*) + fJ(*,/(*))/'(*) J 

*1 (*./(*» 

7 + T&S* 


rw = 
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/"(*) 


- 2 F%,F z Fl + F$F? 



En cualquier caso — mejor a partir de la primera de las fdrmulas, pues 
el saber que f(l) = 0 simplifies las cdlculos— , observamos que 


Por tanto, la funcidn impllcita / alarnza t m minima local para x = 1. 
Como dijimos en cl apartado 4.2, las cdlculas suelen haceree en t4rminos 
mucho m4s informalcs que loe aqu( presentados. Por ejemplo, de 
* - lnz + y - 2 Iny - 2 = 0 

conclufmos (haciendo mentalmente y = /( i) y escribiendo /' = y*) 

l-i+y'-^ = l-i + (l-^)y' ,, = 0 (5.16) 


y' = — - — f (5.17) 

Para calcular las derivada segunda se puede usar directamente esta fdrmu- 
la, obteniendo: 



y combinarla con la obtenida para y", o bien derivar directamente en (5.16): 
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EJERCICIO. Dada la ecuaddn 

y 6 -y 2 + 2xy - x 2 = 0 


. 2y~2* . (20y 3 -2)( i /) 2 + 4y--2 

y 5y* — 2y + 2*’ V 5y«-2y + 2z 


5.3 Fdrmula de Taylor I 



A/(xo; 5) " /(*o + fc) - /(*o) = 4f(*o;A> + - r(*o)A + RiW 

(5.18) 


donde — o(/i), es decir 



(Recu6rdese que, si existe /*(* o). entonces vale la formula (5.18), con la 
propiedad (5.19), por la dcfinicldn de derivada; y si A/(a»;A) admiteunaex- 
presidn de la forma ah + o(h.), entonces ha de ser necesariamente 
o = f(x o).) Escribiendo (5.18) en la forma 

f(zo + h) = /(x Q ) + f[ X<l )h + R i (h) (5.20) 

vemos que los valores de / en puntos prdximos arose aproximan por los del 
polinomio de primer grado f{x o) + f{xo)h con un error, dependiente de h , 
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que converge a cero “mis ripidamente” que la propia distancia |A| de dichos 
puntos a Xo, que es lo que quiere decir la propiedad (5.19). 

£C0mo podrfamos mejorar esa aproximadOn? Teniendo en cuenta los co- 
mentarios que hicimos en el tercer capftulo acerca de los Ordenes de magnltud, 
la idea mis ldgica serfs anadir a la diferencial un tfamino cuadrdtico: 

/(* o + h) - /(xo) = f{xo)h + Bh? + fij(A) (5.21) 

de forma que ahora, con una election adecuada de B, tuvifesemos 
R<i(h) = o(h k ), con el mayor k posible. La elecdOn B = 0 nos da k = 1, 
que es lo mejor que se puede lograr con la aproximacidn lineal. iPodremos 
conseguir k = 2? Nos planteamos, pues, si existe algdn B para el cual se tenga 
. /(xo + A) - /(xo) - n**)h - Bh 1 
A 2 


/(x a + A)-/(xo)-/>(x < ,)A_ B 
fc-»o A 2 

El problema se reduce a estudiar la existencia de este Ifmite, y a calcularlo. 
Se trata de un Ifmite indeterminado de la forma 0/0, al cual se puede intentar 
aplicar la regia de 1'HOpital: si existe el Ifmite del cociente de las derivadas 
(como funciones de A), entonces isle coincide con el Ifmite buscado. Pero este 
Ifmite es 

rto+v-n**) 1*., 

K 2A 2 r(l ° ) 

por la propia definidOn de la derivada segunda. Por tanto, la Onica elecciOn 
posible es B = f(xo)/2, y recfprocamente, con esta elecdOn, la expresiOn 
cuadritica /'(xo)A + -/"(x o)A 2 aproxima al incremento con un error o(A 2 ): 

/(*» + A) - /(xo) = /(* o)fc + \n*o)h 7 + 0(h?) (5.22) 

Esta es la formula de Tfcylor de segundo orden (la de primer orden 
es la formula (5.18) de la definidOn de diferendal). Escribiindola en la forma 

/(xo + A) = /(xo) + f{x o)A + (xo)A J + o(A 2 ) (5.23) 

veraos como los valores de / en puntos prOximos a xo se aproximan por los 
valores del polinomio de segundo grado 


A) = /(xo) + /*(xo)A + \r (x„)A 2 


(5.24) 
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y que esta aproximaciOn es mejor que la aproximaci6n lineal (5.20) pues el 
error que se comete es un infinitfeimo de mayor orden que el cvadrado de la 
distancia de dichos puntos a xo, |A| l , que, a su vez, lo es de mayor orden que 
la distancia |A| cuando |ft[ — • 0 : |A| 3 / |A| = |A| -• 0. El polinomio Pt(x o; A) 
definido en (5.24) es el polinomio de Tirylor de segundo grado de / en 
xo- La cantidad 

Ri(xKh) = f(xo + h)-Pi(xKh) (5.25) 

es el resto o error de segundo orden que se comete al sustituir /(xo + h) 
per ft(xo;h). LaexpresiOn 

*J(xo;l>) = n*o)# (5-26) 

es la diferencial segunda de / en xo- El nombre y su notation iff se 
debe a que viene a ser algo asf como “la diferencial de la diferencial" en el 
sentido siguiente: Dada la formula que define la diferencial (primera) de / : 

df{x-,h)* f(x)h 

con x recorriendo /, fijemos A, y calculemos la diferencial de df como fun- 
ciOn de x solamente. Para ello, llamemos g(x) = f{x)h, cuya derivada vale 
jf(x) = f"(x)h (no olvidemos que h estA fijado) con lo cual 
dg(x, A) = g / (x)h - (/"(x)A)A = f"(x)h J . Como la diferencial primera, es 
una funddn de dos variables: x y h. Con la notacidn (5.26), la formula de 
Taylor de segundo orden se escribe en la “forma diferencial”: 

f(xo + h) - /(xo) = 4f{xKh) + ±*/(*»;A) + o(A 3 ) (5.27) 


La formula de segundo orden (5.22) se puede tambiOn obtener a partir 
de la de primer orden (5.18) que express la diferenciabitidad de / cuando se 
supone, como estamos haciendo aquf, que / € C*(f). Esta hipOtesis extra nos 
permite obtener una expresidn en tOrminos de f" para el resto R\ (A) de la 
manera que sigue. Recordemos que el teorema de Cauchy para funciones 
de una variable, que es una generalizacidn del teorema del valor medio, dice 
que si /(x) y g{x) son continuas en [a,6], derivables en (a, 6) y g'(x) jt 0 
para x € (a, 6), entonces existe un punto { € (a, 6) tal que 


/»)-/(«) m 

9(*)-9(a) s'K) 


(5.28) 


(NOtese que g{b)-g(a) ^ 0 gradas a la hipOtesis y'(x) ^ 0 en (o,5) — ipor 
quO?—. Este resultado se obtiene fAcilmente a partir del teorema de Rolle: se 
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considera la funcidn auxiliar 

Por hipdtesis, F es continua en (a, 6], derivable en (a, 6) y verifica 
F(a) = 0, F(b) = 0, con lo que, por el teorema de Rolle, existe £ e (a, 5) 
tal que F"(() = 0; sustituyendo, se tiene (5.28). Del teorema de Cauchy se 
deduce, con g(x) = x, el teorema del valor medio de Lagrange. ObsOrvese que 
la formula (5.28) vale tambiOn cuando a > b.) 

Pues bien, partiendo, para un xa fijado, de 

«l(0 = /(*0 + ‘) - , t € [0,5] 

y aplicando el teorema de Cauchy a las fundones fl,(t) y <fl(t) = t 2 en 
el intervalo t € [0,5] se tendrfi, contando con que 71, (0) = /j](0) = 0, 

m = /"(*0 + 1 ) , ¥>(0) = ^(0) = 0, ^(0) = 2, 

*i(5) fi,(5) - R,(0) g,(9i5) 

vK5) " v(h)-m = ¥>(9,5) 

g,(g, 5)-flj(0) fl7(M,5) 

" ¥/(8,5)-^(0) v>"(Mi5) = 

con 0,,0j e (0,1) y 0 = Ml € (0,1), es dedr 

ft(5) = 5/*(*» + «A)5 J (5.29) 

Asf pues, si / € C?(I) se tiene para cada xo € / 

/(xo + 5) - /(xo) = /(*o)5 + i/*(*o + 95)5 2 (5.30) 

para un cierto 0 € (0, 1) ( 5 puede ser positive o negative). Beta es la for- 
mula de Thylor de primer orden con resto de Lagrange. Constituye, 

mentaria de una expresiOn “cuasLexplfcita” — 0 no se conoce exactamente— 

para el resto i?i(5) (obsOrvese como efectivamente 

^ = ^r(xo + 05)^ k -=SO; 

en la nota 2 de final de capftulo veremos otras expresiones del resto para 
desarrollos de Taylor de cualquier orden). 
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A partir de (5.30) se obtiene faciimente la formula de Taylor (5.23). En 
efecto, escribiendo a partir de (5.30) 

/(*<> + *) - a*o) = /(* o)ft + (»»)ft 2 + 1 [r (*« + «ft) - r m 

lo tinico que hay que probar es que 


i[T(x,+eft)-y(«o)l^ 
» 


[/•(*» +*)-/'(■»)]— 0 


cuando A -* 0; pero esto es evidente pot la continuidad de /" en xo. 

La extension de estas ideas a funciones de dos y mOs variables se obtiene 
fdcilmente a partir de los resultados para una variable aplicando la regia de la 
cadena para calcular derivadas sucesivas de funciones compuestas tal como se 
ha expuesto en el apartado anterior. 

Sea / € C?(D), con D un conjunto abierto de R 2 . Sea (xo.Ko) 6 D y 
sean (h,k) tales que el segmento que une (xo.po) con (xq + h,yo + k) estS 
contenido en D. Consideremos la funciOn compuesta 


F(t)-/(*o + »ft.JO + «*). 0<t<l (5.31) 

dada por la evaluacidn de / a lo largo de dicho segmento. (Es la niisma 
funciOn que utilizdbamos en el apartado 4.1 para demostrar el teorema del 
valor medio para funciones de varias variables). Por (5.30): 

F(l) = F(0) + f*(0) + «>) . 0 < 9 < 1 (5.32) 

Setiene 


F( 0) = /(xo,W>). F(l) = /(xo + ft,K 0 + ft) 


F'(t) = hf,{x o + tft,» + tk) + kf,(xo + th,yo + tk ) (5.33) 


F'(O) = ft/i(xo,Wo) + */J(xo,«o) 

Finalmente, necesi tamos calcular F"(t ) para expresar (5.32) en tOrminos 
de la funciOn /(*,»)• Por la (Ormula (5.12) del apartado anterior, teniendo en 
cuenta que aquf n"(t) = »"(t) = 0, se tiene 

F-(t) = h 2 /„(xo + lh,yo + tk) + 2hkfZ t (xo + th,yo + tk) + 

+* J /»(xo + lA,PO + U:) (5.34) 
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En consecuenda, (5.32) es equivalents a 

f(xo + l>,yo + k) = f(xo,vo)+Af,(xo,Vo)+kfy(xo,vo)+ (5.35) 
+\ [>?fU(X.Y) + 2 hkJ^(X,Y) + k 2 f^(X,Y)] 

donde (x,y) = (*„+»fc,vo+e*),o<e<i. 

La formula (5.35) es el desarrollo de Taylor de primer orden con 
resto de Lagrange; de hecho, constituye, como deefamoe antes para las fun- 
ciones de una variable, una expresidn de la diferendabilidad de / en (zo,po): 

/(z o + b, va + *) = /(* Oi»o) + b/J(z D.Vo) + kf y (x o,w>) + g{h,k) 

con la precision suplementaria de una expresidn para cl resto g(h, k ) ; gracias 
a (5.35) se puede establecer en qu6 medida la funcidn / se puede aproximar 
por un polinomio de segundo grado; 


Teorema 5.4 Sea DC R 2 abierlo y supongamos gue { : D -» R bene 
derimdas pardales continual hasta el orden 2. Sea (zo.l/o) 6 D y scan 
( h,k ) tales que el segmento de extremes (zo.vo) y (zo + b,yo + k) estd 
contenido en D. Entonces 

/(zo + h,Vo + k) = /(z o,Vo) + hf,(zo,Vo) + kf y (xo,Vo) + 

+5 [k* &(.*»> Vo) + 2b*/^(zo,»o) + Vo)] + 

+fi 2 (fc,fc) (5.36) 


con Rg(h,k) tal gue 


R,(h,k) 


(M)-(0.0) b 2 + k 2 


= 0 


(5.37) 


Demostracidn. Se trata de probar que 


(M)-(0,0) k 2 + k? 

donde P2(h,k) es el polinomio de segundo grado en h,fc 

P-t(K k) = f(m,yo) + hf x (xo,yo) + kf,{xo,yo) + 

+J [ft J /i(zo,Po) + 2hkJZy(xo,yo) + t?£(so,|«)] 


(5.38) 


(5.39) 
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Por (5.35) 

A s + ft 2 

= 2(F7Pj +0h ’ yo+ tf *> - + 

+ 2(/i* + fc*) + 9fc ’ W + ® fc ) “ /^(^o.W)] + 

+ 2 (A 5 TP) tO®» + + 0*) - /Ji(zo.!»)] 

Puesto que 

■ . ft 2 ^ 1 2|ft*| , tf + fc 2 „ 1 „ k 2 , 1 

< 2 (A 2 + *>) " 2’ 2(fc 2 + *») - 2(52 + fcJ) s 2’° < 2(M + fc 2 ) S 2 

para (ft,*) / (0,0), y los Mrminos entre corchetes convergen a 0 cuando 
(h,k) — (0,0) por la continuidad de las derivadas segundas, queda demostra- 
do (5.38). 


La expresiOn (5.36) es cl desarrollo de 'Iiiylor de segundo orden de 
/ en (lo.Po). Valen aqul los mismos comenlarios que hacfamos en el caso de 
una variable: la diferenciabilidad de / en (zo.po) signifies que 


lim ffa + h,Va + k)-P t (h,k) 
(a^)— (o.o) ZJvF+T? 


(5.40) 




A(M) = /(xo.Vo) + 5/Jxo.vo) + */J(io,in) =' 

= /(*o.Vo) + 4f(*o,w;M) (5.41) 

o sea, los valores de / en puntos prdximos a (xo,Po) se aproxiraan por un 
'inomio de primer grado (funcidn lineal) co n un error que es un infinit&imo 
mayor orden que la distancia Jh 2 + * 2 de dichos puntos a (xo.Po)- El 
ultado (5.37) del teorema anterior significa que el polinomio de segundo 
grado Pi(h,k) definido en (5.39) aproxima mejor los valores de / pues el 
error que se comete es un infinitdsimo de mayor orden que el cuadrado de 
aquella distancia, que, a su vez, lo es de mayor orden que \fh 2 + k 2 cuando 
{h,k) -> (0,0). p2(h,k) es el polinomio de Taylor de segundo grado de 
/ en (xo,yo). La cantidad Ri(h,k) = /(zo+A,po+k) — P 2 (A,*0 eselresto 
o error de segundo orden que se comete al sustituir f(x 0 + h,y a + k) por 
Pi{h, k) . Descrito tinicamente por la propiedad (5.37), Ri(h,k) = o(h 2 +k 2 ), 
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se dice que el resto estd en forma asintdtica o de Peano. (Con mayor 
regularidad sobre la funciOn /, podremos expresarlo, como se demuestra en el 
apartado siguiente, de una forma mis precisa que implica ese comportamiento 
asintbtico; concretamente, si / es de ciase C 3 , Ri{h,k) se puede expresar 
en Cirminos de las derivadas terceras de / evaluadas en un punto intermedio 
(xo + 0h,yo + 8k).) 

Asf como, siendo F(t) = /( xo + th,yo + tk), se tiene 

4f(*o.Vo\h,k) = FV>) = hf.fr.Vo) + kftx o,»,) (5.42) 

se define la diferencial segunda de / en (xo.vo) como la funciOn de 
(xo,J/o;^,&) dacia por 

= A J ^(xo,yo) + 2hk^xo,vo) + k i f! t (x 0 ,vo) 

(5.43) 

Para (xo,jr>) Bjo, es un polinomio homogOneo de segundo grado en (h,k), 
o sea, una forma cuadrdtica, que tiene la particularidad de poderse expresar 
cdmodamente en forma matricial: 

jj£S)({) 

(como se comprueba inmediatamcnte multiplicando las matrices indicadas). 

l, &(*o.vo) /£(*o,vo) ) 

recibe el nombre de maim hessiana de f en (xo.vo), y es simMrica. La 
representaremos por D i f(xo,yo)- Su determinante se llama hessiano de / en 
(xo,yo), y lo representaremos por ///(xo.Vo)- 

Con esta definiciOn de diferencial segunda, el polinomio de Taylor de se- 
gundo grado de / toma la forma 

ft(M) = f{xo,Vo) + <tf(*0,Vo;M) + j<£/(*0>Vo:M) (5.44) 

y la formula de aproximaciOn (5.36): 

/(» 0 + 5) = /(» o, Vo) + 4f(x 0. VO ; M) + \<Pf( x 0. Voi M) + o(ft J + k 2 ) 

(5-45) 

es formalmente la misma que en el caso de una variable. 
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Es frecuente escribir la formula (5.39) que define el polinomio de Taylor de 
segundo grado as! como la formula de aproxiroaddn (5.36) destacando el papel 
del punto ( x,y ) = (xo + A, yo + *) *1 que se llega tras aplicar el incremento 

(A,*) = 

ft(*,y) “= /(xo,yo) + o,yo)(x - *o) + o,po)(» -yo) + 

+5 L&(*o.yo)(x - *o) J + 2f^(xo,yo)<x - *o)(y - yo) + 
+&(*o.yo)(y-i») 2 ] (5«) 

/(*. y) - /(*o.») + ^(*o.W))(*-»o) + /IN.»)(y-») + 

[&(xo,to)(x - *o ) 2 + 2 /£,(*o.yo)(* - *o)(y - ») + 
+&(*o.yo)(y - wo) 2 ! + <>((* - *o) 2 + (y - ») 2 ) (5-«) 

Recordemos la interpretation geomdtrica de la diferendabilidad: la grdfica 
de la funcidn z = /(x,y), una superficie en R 3 , se puede aproximar cn las 
cercanfas de (zo,yo) por el piano tangente 

* = /(* o.yo) + ^(*o.»)(* - *o) + f,(* o.woKv - yo) (5.48) 

con error o( \J{z — Xo)* + (y - yo) 2 )- Ahora, la formula (5.47) nos dice, desde 
el punto de vista geomdtrico, que dicha grdfica se puede aproximar mejor por 
un pamboloide de ecuacidn a = ft(x,y) quetieneen (xo.yo) el mismo piano 
tangente que z = /(*,y) (ipor quO?). Sc pierde en simplicidad de la funcidn 
aproximante pero se gana en orden de aproximaddn. 


1. Si /(x,y) = e*seny, setiene 

/.(*.y) = e*seny, /,(x,y) = e*cosy 

!zx(x,y) = e*seny 

/*v(x,y) = e 1 cosy = f,a(x,y) 
fnfav) ~ — e* seny 


e'seny = e^senyo + (e*°senyo)(i -Xo) + (e*°cosyo)(y -yo) + 
+i[(e*“ senyo)(x - xo) J + 2(e'"cosj»)(x - xo)(y - yo) - 
-(e“ sen»)(y - yo) 2 ) + o((x - xo) 2 + (y - yo) 2 ) 
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Si, por ejemplo, (lo.Po) = (0,0), se tiene 

e’*my = y + xy+o(i?+y t )=v(l+x)+o(x*+y 2 ) 

2. Obtengamos el polinoraio de Taylor de segundo grado en el punto (1,0) 
de la fiincibn 

/(x,y) = x» 

Para ello, calculemos las derivadas parciales de primer y segundo orden: 
0,(x») = x*-‘» 

0,(x») = x»lnx 

D„(x») - x»'V - **" 2 V = (y - 1)** -2 # 

D,y(af) = x*-'(lnx)y + i»- 1 
D„(x») = x»(lnx) J 

Gvaluando la funcidn y sus derivadas en (1,0), obtenemos: 

/( 1 , 0 ) - 1 ° = 1 

/j(i,o) = r'o=o 

£(1,0) - 1° In 1 = 0 
&( 1,0) = (-l)l- 2 0 = 0 

/*(i,0) = r^inijo+r'-i 

#0.0) = l°(ln l) 2 = 0 


fi,(x,y) - l+0(x-l)+0y + i (0(x - l) s + 2 - l(x - l)y + Op 2 ) = 

= (*-i)y 

o, llamando h = x-l,k = y—0 = y, 

PHh,k) = Pi(l+h,k) = hk 

donde hemos denotado Pj al potinomio de Taylor como funcidn de las 
variables hy k. 

Las correspondientes formulas para fundones /(xi,...,x„) de n variables 

Si / € C*(D), D C R" abierto, xo = (x?,...,x“)6 0 y h = (h u ...,K) 
son tales que el segmento que une xo con xo+ft estd contenido en D, entonces 
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1. (Formula de Taylor de primer orden con resto de Lagrange) 

f(xo+h) = /(zo) + [f Il (zo)hi+... + £.(*o)h»] + 

+\ £,&*,(*>+ w* 1 *’ ( 5 - 49 ) 

para algiin 0 < 8 < 1. 

2. (Formula de Tiiylor de segundo orden con resto de Peano) 

/(xo + A) = nxo) + [r il Mh l +... + f Xn (zo)h n ] + 

+\ E +°(l'*l 2 ) (5-50) 


/(*) = /(**) + (4( l »)(*i- *?) + ™ +4.(*o)(®»- ®S)) + 

+5 E £*(*d)(xi - x?)(xj - *?) + o(|x - xol 1 ) (5.51) 
fj-i 

La funcidn auxiliar para obtcner estos resultados es 

F(t) = /(xo + tA) - /(*? + IA, t ... ,4 + «>») 

La diferencial segunda de / en xo es 

^/(xo; A) * /"(0) = E r^Mhih, (5.52) 

o en forma matricial 

/ £„,(xo) /:„.(xo) \ / A, \ 

d J /(xo;A) = (A I A.) ... ; (5.53) 

\ £.*,(*>) - £.„(*o) / \ A" / 

La matrix 

/ £„.(xo) - £„.(xo) \ 

V £.«(*») - £.*.(xo) / 

es la matrix hessiana de f en xo; es sim&rica por la igualdad de las derivadas 
cruzadas y se represents por D 2 /(xo). Su determinante es el hessiana de / en 
xo y se represents por Hf[x o). 
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5.4 Formula de Taylor II 

Estableceremos en este apartado el dcsarrollo de Taylor de orden ft cualquiera, 
comenzando, como antes, con un repaso de los resultados para funciones de 
una variable. 

Sea y = /( x) una funcidn de una variable de clase C k , k > 2, en un 
intervalo Ic R. Repitiendo el proceso que nos condujo a la formula (5.22), es 
fdcil ver que el ilnico C para el cual se tiene 

f(xo + ft) - /(*») = r(zq)ft + i n*o)h* + Cfc* + o(fc») 
es C = f"{xo)/6 , con k> que 

/(* 0 + ft) - /(*») - /(*o)ft + \r + <*ft S ) (5.54) 

Procediendo por induction se obtiene la fdrmula de Taylor de orden k 
con resto en forma aaintdtica: 

/(*o + ft) - /(*>) = /*(* o)fc + IfMh 1 + ... + i/< k| (*o)ft‘ + <*A*) 

(5.55) 

Introduciendo la diferencia! p-dsima de / en xo por 

<r/(xo-,h) = PH*)* 

se tiene la version difenncial de la fdrmula de Taylor: 

/(» o + ft) - /(*») = *V(*o; ft) + 5<fy(»#i ft) + ... + *) + "(ft*) 

(5.56) 

El polinomio en ft 

ft) = /(*o) + /'fa)'* + ir(sb)ft S + - + ^/‘’(lolft 1 (5.57) 


es el polinomio de Taylor de grado ft de / en xo. Se verifies 

Pt(xo;0) = /(*,), fJ(xo;0) = /'(xo) , ...,ff>(*,;0) = /<*>(xo) (5.58) 


La cantidad 




fift(ft) = ft(xo; ft) “ /(xo + ft) - A(xo; ft) 


(5.59) 
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o t4rmino complementario de orden k (o, tambi&i, el error 
ete al sustituir f(x o + h) por P*(x o; A) en las proximidades de 
le conoce por la deduccidn anterior su comportamiento asintdtico 


Descrito ilnicamente por esta propiedad, se dice que el resto estd en forma 
asintdtica o de Peano. Si se supone / e C* +1 (/) se puede obtener una 
expresidn mas explfcita para Rt(h). Veamos: se tiene, en virtud de (5.58) y 

(5.59), 

R»(0) = fli(0)=... = ^‘ ) (0) = 0 

Aplicando el teorema de Cauchy a las iunciones 

= /(*o +t)-fl,(xo;t) y V{t) = «*■' 

en el intervalo t 6 [0,A| se tendra 

flaW _ BeW-flet 0) /^(Ai) B»A,) ~ «*(») 

VKA) " WA) - ¥>(0) y/(h|) ^(Ai) - v^(0) ~ 

_ «?>(**) *£>(*») 

<(5j) ~ " ¥><‘>(A*) - V<*>(0) 

rtw) 

con hi e (0,A) , V, € (O.Ay) , j = 1,2,..., A. Pero V < * +,, (t) - (* + 1)! , 
jjj*+')(j) _ y(atl)( I|)+ j) _o = /<* +1 >(io+«), de donde, poniendo A*+i = Oh 
con 0 6 (0, 1) (y asf el resultado vale para A negative), se deduce 


/(*o + A)-/(*o) = r(xo)A + i/"(xo)A J + ... + i/WlxoJA* 4 


fdrmula de Taylor de orden 


de La- 
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en la Nota 2 de final de capltulo — que, en ocasiones, son mfe fitiles que feta; 
pero la forma de Lagrange es quiz4 la m4s simple y, desde luego, la mSs fAcil 
de recordar pues su estructura es la misma que la de los demSs t&minos del 
desarrollo, con la derivada evaluada en un punto intermedio entre zo y xo+h, 
en lugar de en xo- 

Para establecer la fdrmula de Taylor general de fiincioncs de n variables 
conviene disponer, antes de nada, de una notation cdmoda para las derivadas 
parciales de cualquier orden de tales funciones: 

Multiindices 

Vefamos en el teorema 5.3 que si / es de dase C y las listas (ti.tj, ...,ip) y 
(j\,h , .... jp) contienen el mismo niimero »i de unos, el raismo mimero ai de 
doses, etc., entonces 

y/ »/ y/ 

dx il dx h --9x i , 9x u dx h - dij, = dx^dx^ -dxgr 
Pues bien, en relacidn a esta Ultima notation para las derivadas parciales 
de orden p de una funciOn / de dase C, po nemos: 

Definition 5.2 Un multifndice dc n component es a una tista de n numeral 
natumlcs (incluyendo el cent) 


a = (<n,t»2. 


— .“») 


El; 




Sea a = (ai.Qj, • * * ,a„) un multiindice. Entonces: 

iJal^aW-On'. 

H) Six = ,Xa), se define 

-i*- 


iii)Sif(x - ,*n) esunafimeidnden variables, la derivada parcial 
de ! de indice a es 


d°/"dj;d£ d£/ = 


aM/ 

arj'ftrf •••&!£" 


TambUn se denote D 0 f,£f’f,d a J, 
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i D ‘„. 6 Dj 


i la otra nouckln, supuesto qua fee fuese el orden en quo se toman las derivadas. 





Para apreciar mejor la diferencia entre ambas notaciones, as( como sus 
ventajas e inconvenientes respective®. expresemos simbdlicamente la potencia 
p-sima de una suma de n tirminos en la primers forma: 

(0l+02+-"0«) , » JZ 


donde la suma se extiende a todas las listas • • . ip) de p nilmeros del 
1 al n. Por la propiedad conmutativa, coincidirdn todos los tftrminos en los 
cuales haya el mismo ntlmero cq de unoe, 02 de doses, etc. El nilmero de 
dichss listas es, como hemos indicado antes, p!/al. Por tanto, 


- EJk 


Esta simplificacfon que proporciona la notacton con multifndices sera muy 
tltil para escribir de una manera compacts expresiones en las que intervienen 
derivadas parciales de cualquier orden, como vamos a apreciar a continuacidn 
en la formula de Taylor en varias variables. 


Para obtener dicha formula, utilizaremos de nuevo la funcfon auxiliar 


F(t) = f(zo+th) 


de una variable y aplicaremos a ella la formula de Taylor que acabamos de 
deducir. Necesitamos para ello calcular sus derivadas sucesivas: 
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Teorema 5.5 Scan DC R" abierto, *o € D y h e R" tales que el segmento 
[xo.Xo + h] esU contenido en D y sea f € C k (D) . Entonces, la fundAn 

m = n*»+th) 

es ie close C k y se tie ne 

*«(« = £ DS i ,«,-^H*> + th)h i ,h i , -h if (5.63) 

para todo p< k , o, en la notacidn de multiindices, 

= 

“ ! S . = 

+ (5.64) 


«J) - (5.D., +'»D^+- - + fc.D..H/) 

F“(«) - + 5zD., + • • - + K.D..r(J)(*o + «■) = <*»(/)(» + tfc) (5.65) 

donde la potencia simbotica 

(». D.,+lnD n + +h.D..r 

se utilize (por analog!* con la formula multinomial vista en el apartado 1 de oste 
capltulo) para repreeentar el epemder dlftnncial 

(». D„ + b,D n + - + KD„r- 

- E 0i i a j!.. 0 .| ( * | P.. ) “ ( »‘ | >^ ) - -0.P-)- - 


t w.+kD,rf - E iit'f2ttri^./-E(j)* r *^o:v-v/ 


© ITES — Pnnwinfo 
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f'W = £ft ./(* » + th)hi = 


(5.66) 
le (5.64) 


£ ^^^/(xo + lA)^ 

Ifll-P-i P ' 

Aplicando (5.66) a cada una de las derivadas D 9 /(io + th), \0\=p- 

± [/y»/(*o + ihjv] = a" J [/^/(xo + «#»)] = 

= A»^D^/y , /(j« + tA)A i = 

= I>1 ‘ ■ • ft ?‘ +1 - • • • °S +1 • • • ofc/(*0 + th) 

y entonces 

f*’(0 = 

- E - 

p ' ' 

= Y, aJTfto + W 


J^ai! •••(£», -1)! •••«„! 

(P-1)1 , (P-QI 


(<*i - 1 )!o 2 !. — .<»n! T oi!(oj - l)!...On! T ' oi!...o„_i!(o„ - 1)! 
«i(p-l)! . oa(p-l)! . . Qn(p-1)! p! 

- o! + o! + o! o! 

segiin querfamos demostrar. 

Las diferenciales sucesivas de f se obtienen particularizando estas formulae 
para f = 0, es deck, aplicando p veces el operador de diferendaddn d (de donde 
la notacidn df): 
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Definici6n 5.3 Se llama diferencial de orden p de f a la expresidn 


d’7(*o;fc)= (/)(**) = 

= E 

= E s D «/N)A° 


Obs£rvese que <Pf(xo\ A) , como funcidn de A para io fijo, es un polinomio 
homogtaeo de grado p. 

Teorema 5.6 (Fdrmula de Taylor para un a funci&n de n variables J 
Sean D C R" abierto, xo € D y h 6 R“ tales que el segmenlo |xo.*0 + ft] 
estd contenido en D. 

1. Sif € C k (D), entonces: 

/(x 0 + h) = /(xo) + 4rt* o; ft) + ^/(xoi ft) + ... + id*/(xo; ft) + «*(ft) 

(5.67) 

donde R*( A) = 0 (lAI*) (forma asintdtica del res to). 


2. Si f€ C*-'(D), « liene /5.67/ an 

jR*(A) = + ®A;ft) (forma de Lagrange) 

siendo 6 un nd mero en ire 0 y 1. 

£n forma desarrollada, 

/(*0 + h) = /(xo) + (|> D „) /(^o) + 1 (|>^) /(*o) + ••• + 

-^(e* 0 *) /(*») +«*('*) 

/(xo + A) = /(xo) + £ D.Jfxolft, + i X! DW(xo)A,A; + - + 

+£ E ^ 1 «,*,/(*o)^.'*n- ft -.+*( ft ) 
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donde, si / € C* +I (D), se tie ne. pom derto 0 6 (0,1). 

a - ^ (|>,p<, + »). 

" JTfijf t «’»+”■>*''** •V.J 

£n la notacidn de multiindices, 

/(*0 + ft ) -/(*») + E + < 5 68 ) 

1SWS* 

donde, para derto 0 € (0, 1), 

fi*(ft)= E + «ft)ft° 


£1 polinomio de Taylor de grado ft de f enxo es 

Pk( ft) = /(X o) + ED^/(xo)ft* + Ji £ X.'.fMWi + - + 

= /(*<>)+£ i D “/ (l 0 ) '‘ O < 5 - 69 ) 

M<* 

La idea de la demostracidn es la misma que para cl caso ft = 2 : se parte del 
desarrollo de Taylor de orden ft- 1 de la funcidn F{t) con resto de Lagrange: 

F(l) = £(0) + f'(O) + if"(0) + ... + ^_l_/r<*- , )(0) + ±f<*>(e) , 

0 < 0 < 1, para obtener, utilizando el teorema 5.5, 

/(*o+ft) = /(*») + «<f (*o; ft) + ^ /(*o; ft) + • • • + 

+ j r ^jid“- ,) / ( x°; ft) + idVfo + eft: ft) 
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(Desarrollo de Taylor de f(x) de orden k - 1 con resto de Lagrange). Se 

Como las derivadas de orden k son continues, por bipdtesis, podemos 
escribir para cada una de ellas, D"/,|o| = k, 

D“/(xo + eh) = D“/(* o) + MM 

con MM * 0 cuando |A| — • 0. Entonces, dado que 

d*/(xo + Sft; M = E + fl Mft° 

tenemos; 

d‘/(*o + eA;ft) = d*/0 W ft)+ E ^MMh 0 

M-k ' 

El segundo t^rmino es o(|A|*), pucs cada monomio ft" se puede acotar 
superiormente por |A|‘ , y los (adores MM tienden a 0; 

iA»i = iA?'A?-Ayi=iA.riMr 

< = |A|* 


1 ld*/(»o + eft; ft) - d* /( iq; ft)| = 1 a M h)ha \ 

<Es fe( * )|tSo 


La demostraddn del punto 2 del teorema deriva directamente del desarrollo 
de Taylor de F(t) de orden k con resto de Lagrange. 
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Escribamos exphcitamente para el caso n = 2 el comienzo del desarrollo 
de Taylor: 

/(* o + h,yo + k) = f[x t.vo) + + kf y (z<s,yo)] + 

+| [#£,(*>.») + 2hkf^,(xo,yo) + **&(*#, *o)] + 

+| [^ /£■(*.») + ») + 3H?fZ,(zo,yo) + **/£,(*o.»)] + - 

Poniendo x = xo + ft, el polinomio de Taylor de grado k, en la notacidn 
de multiindices, es 

AM = f{xo) + Y, io°/(*o)(* - *0)° 

MS* 

y las formulas de Taylor de orden k : 

/(*) - /(*o) + Y 0“/(*o)(* - *o)° + o( |* - zol*) , 

(con resto de Peano) 


/M . /w+eV/m— > r+ £ i»7ra*-» •)" 

M<* l«l-*+l 

X = *0 + 0(x-*o), para un 9 6 (0,1) (con resto de Lagrange) 


La principal aplicacfon de la expresidn de Lagrange para el forraino comple- 
mentary es disponer de una cstimacfon del error que se comete al aproximar 
/(x) pot su polinomio de Taylor Pk[x) : 

Teorema 5.7 Sean Dew abierto, Xo € D y ft € R" tales que el segmento 
[xo,xo + ft) esti contenido en D y aeon / e C* +, (D) y ft(x) su polinomio 
de Taylor de grado ft en xo- Entonces, si M es una cota superior de todas 
las derivadas parciales de orden ft + 1 de f en el segmento [xo, zo + ft] se 

l/M-ftWISjtfnfln— !l+-+|a.-*!l)“‘ 


:€ [xo,Xo + ft]. 
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En efecto, sc 
\Rk(h)\ 


£ iovfo+ww < 




Unicidad del polinomio de Taylor 

La propiedad de diferendabilidad de una funcidn / en el punto *o implies 
que la tfoiioi aplicacidn lineal 

R" 3 h i — » Oihi + ... + a„Afi € R , Oi € R 


/(xp + A) - /(ap) - [o|A| + ... + mA] *-o - 

W 

os la que corresponde a a, = De mancra aniloga, el finico polinomio 

de grado k que aproxima a f(zo + h) con un error o(|A|*) es el polinomio 
de Taylor de orden k. Veamos: 

Lema 5.1 Sean Q(h) y Q*(A) doe polinomios en h = (A)..., An) de grado 
k tales que 

{.y.O (5.70) 

Entonces Q = Q'. 

Demostracidn. Supongamoe que, por el contrario, se tiene Q / Q'. Sea 
0(A)- 0‘(A) = F(A)+G(A) , donde F(h) es el polinomio homogdneo formado 
por todoe loe tGrminos del menor grado q que aparece en Q(h) - Q*(A) y 
G(A) el polinomio formado por todos los tirminos de grado mayor que q : 

F( A)= £o„A«, G(A)= £6nA« 

M=« W>e 

Tomemos A yS 0 tal que F(h) 0, lo que posible ya que F(A) ^ 0. Si 
fuese q = k, se tendrfa G(A) = 0 y, para t > 0, 

Q(tA)-y(tA) ^ t*F(A) F(h ) 

“ |o|* — “«*|*|* W 
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lo que contradice (5.70). Si q <k se tiene, para t suficientemente pequeni 




Q(th.)-Q-(th) F(th)+G(lh) 

3 SUf 

Ssi# + asw-w'‘ 0 


QW-ftW J /(xo+M-QW l /(hU)-W m 0 

| | | W* I I SF I 


de Taylor 
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Multiplicando ambos polinomios Cenemos 

e*cos» = l+x + i* 1 ~ jy 2 + g* 3 " + 

- T*V + JjV* + 


+ (‘ + ' + T + T + s)*» + ( , -? + £) a « + * 

Puesto que (compru^bese como ejeicicio) 


«)♦ 

-)«(») 


1 + 1 + i* 2 - jv 2 + g** - ^ V + - ji’y’ + ^y 4 

ca cl polinomio de Taylor de grado 4 do f(x,y) = e*cosp en (0,0) 

5.5 Notas y complementos 

1. Cambio del orden de derivacidn 


m a *»'» *1 - 4I*»> ■ 

= lim i ^lim + *.»» + *)- /(*<>■ »o + *) 

_ Um /(*0 + A,»)-/fo,W)) ^ = 

m lim jv (/(*0 + fc,»o + *) - /(*»>,» + *) - /(* 0 + A.l/o) + /(» 0,!»)] 


fe(xo,Vo) = 

= Jim lim ^ [/(*» + A, W + *) - /(*« + A, »o) - /(xo, !» + *) + /(xo.Po)] 
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Obs6rvese que las expresiones entre corchetes coinciden en 


A(h, A) = /(io + 1 >, po + A) - /(io + A, Vo) - /(» 0. !» + *) + /(*o. ») 


El problems se reduce asf a decidir bajo qu6 hipdtesis se puede garantizar la 
Igualdad de los ll mites itemdoa: 


l -£rA(h,k) = lim Urn ^A(A,/c) 


aiempre que loa “limit® parciales" lim„_o H(A,A)/AA] y lim*-o WM)/«] 
en la region R = {(A,*) : A / 0, A # 0} estOn bleu definidos, como sucede 
aqu(. Se puede probar que para la igualdad de limit® iterados cs condicidn 
suficiente la existence del IHmU doble Bm, MMW) |4(A,t)/A*] en fl. Este 
Umite doble existe bajo ciertaa hipdtesia, la nuts importante de las cuales as la 
que hemos utilizado en el apartado 1: 


existe en un entomo de (20,90) V “ 


(*o.s»). 


fZ t (xo,yo) = 

Um /(* o + Kvo + *) - /(* o + ft.wo) - /(*o,yo+ fc) + /(* o,»o) 

~ (ft,*)— (0,0) A* 

Demostracldn. Sean (A, A) lo suficientemente pequeiios como para que el 
rectftngulo Ru, de vertices opuestos (zo.po) y (zo + A, 90 + A) estO contenido 
en el entomo de (zo,9o) en el cual existe la derivada . Recordemos que 

-4(A, A) = /(* 0 + A, po + A) - /(iQ + A,9o) - /(xo.Vo + A) + /(xo,9o) 

f(*) "/(*,» + *)-/(*,*#) 

Entonces, F*(x) = /J(z,9o + A) - f' I {x,yo) y <4(A,A) se puede cscribir de 
las dos formas equivalent®: 

-4(A, A) = F(xo + A) - F(zo) = 

= Af-fo + «iA) = A [£(*o + 9,A.vo + A)- £(zo + *A,9o)] 
donde 0 < ffi < 1. Volviendo a aplicar dicho teorema, 

f x (xo + Bih,yo + k) - f x (x o + M,9o) = kfZ ,{*0 + »i A, 90 + »zA), 
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donde 0 < < 1. For tanto, 

A(h,k) = hkJZ,(x o + 8th, ya + hk) 

Por ser continua en (xo.yo), vemos que 

Como consecuencia, tenemos la siguiente mejora notable del resultado (de- 
bido a BONNET) del apartado 1: 

Teorema 5.8 (Schwarz): y ]% exiaten en un entomo de (x 0 ,yo), 

y f" ea continua en (xo,sn). entoncee fi x (,x 0 ,yo) txiaU y coincide con 

En cate caao no hace falta exigir nada acerca de (ni siquiera su exis- 
tencia, que es parte de la conclusion del teorema). 

Demostracirtn. Por el lema anterior, sabemos que 

SE*” 

Por otra parte, la existencia de /' garantiza la existencia de 

.. f(xo + h,yo + k)~ /(* 0 + h,yo) - f(xo,yo + *) + /(* o,W>) _ 
hk 

K(xo + h,Vo )-ftt*o.Vo) 

Esdecir, para cada h ^ Oexiste B{h) limr^o — A(h, k ) . Por tanto, lateorla 
general de Kmites garantiza la existencia de limj,_o B(h), que debe ademAs 
coincidir con el llmite doble, es decir, con /^(xo.po)- 

Recordemos brevemente la demostraciOn de este Ultimo hecho: Supon- 
gamos que existe el llmite doble l de cuando (A, k) -• (0,0) siendo 

h,k 0. Esto signifies que para todo c > 0 existe j > 0 tal que 0 < |A| , |k| < 6 
implies | — 1| < £- Entonces, supuesto exist ente A(h) = lim*_^> -- , 

\ A ^~ lh \ <e\h\* |/t(h) |A| 
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de donde 

como querfamos demostrar. 

Un resultado basado en hipdtesis algo distintas es el siguiente 
Teorema 5.9 ('Hefpter-YoungJ enste n en un entomo de (xo.Vo) 

y son diferenciables en (zo,yo), enlonces existen fHy{xo,Vo) V t (*o.»o)> V 
coinciden. 

Demostracidn. Se basa tambi&i en demostrar la exislenda del lfmite doble. 
Partimos de la relacidn ya eonocida 

A(h,k) = h [f,{xo + 9,h,yo + k) - £(x o + ®i A,9o)] 
y usamos la diferenciabilidad de £ en (xo.ltt) : 

£(x„ + h,yo + k)~ fcxo'Vo) - Mh + Nk + «,(m,n) 

donde M = /J(*o,H»). N = Ji,(xo,Vu) y M">,n) = o(|(m,n)|) 

En particular, 

/J(*o + M.Jlo + *)-./£(*o.l*>) •= M0ih + Nk + 6,(0,h, k) 
f x (xa + 0ih,yo) ~ /Jfzo.Ko) = + 

Por tanto, 

A(M) = h [£(*, + «i/i, yo + *) - /i(xo + 9,5, W )1 - 

= fc I/^(*o, »»)* + *) - 0)] 


f„ (xo + m,yo+n) - {' s (xo,Vo) = Pm + Qn + 5j(m,n) 
donde P = /£(io,Vo),<? = #fo.#o) y «!(»"■") = °(l( m . n )l)- fe" 81 9 ue 

A(h,k) = fc [4(10 + /.,vo + fljfc) - + «2*)] 


/J(io + A,i/o + ®2*) - ffl^o.yo) = Ph + Q8l k + h{h,02k) 
f t (xo.yB+*>k)-ftxo,yo) = Q9ik + i 2 (O,0 2 k) 
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A(h,k) = k[f t (x v + h,y o + eik)-f t (x <l , Vr , + 0 2 k)] = 


A(h,h) = h[f^(x e ,y 0 )h + Sitfth.h ) - £|(6iA,0)] 

y 

A(h,h) = h[fJ,(xo,yo)h + Si{h,0,h)-S2(0,9 2 h)] 


JZ,(* o,Vo) - £U*o.J*>) = 

6, (9, h, h) -S, (9,M) - (fr(h,M)-fr(O.M)) 


f!ly(x 0 ,Vo) — /Ji(io.vo) — 0 como querfamos demostrar. 
Se puedc comprobar quo la funcidn 


z 6 + ftc 4 # 2 - 9X 2 !/* - p 6 

A(*-V) = U*.V) = 

no es continua en (0,0) (vfeinse los Umites segtin rectas y — mi). Nc 
cumplen, pues, las hipdtesis del teorema de Schwarz (y menos ailn las 
de Bonnet, como ya senalamos allf). Tampoco se cumplen las del teorema 
HefTter- Young, ya que 

/■(«,») « (*,») (0,0), £(o,o) = o 


£(*,v) - £(0,0) = -V +0 (v^+F) 


S-ilS 
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pues ello equivaldrfa a 

x 4 -s 4 + 4iV 

v tf+v 2 ) 1 


(* s +» 1 ) 2 


= o(V^?) 




x? + 3y* 


es una funcuin horaogtnea de grado cero por lo que tiene en el origen lfmites 
distintos segiin cada recta y = mi, y por tanto no exist* el limit* en (0,0). 


2. Dlstintas expresiones del tOrmino complementario 
Recorderaos primero la deduccidn de la formula de Taylor usando la integral 
definida, concretamente la regia de Barrow: de la igualdad 

A[/(/k-t)) = -/(*-»), 


deducimos 

m-m=f nh-t)dt 

Integrando por partes (du = dt, ti = f(h - 1)): 

= hf{0) + £tr(h-t)dt 


m - m - hm = jfV(* -t)<u 

Volviendo a integrar por partes, 

£tnh-t)dt = 
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En general, 

/(h) - m - h/( o) - jrm — ^/ w (o) « £ - e * 

Haciendo ahora el cambio de variable a = h-t, 

£ £/*«>(* -0<a = jf d, 

de donde se obtiene la fdrmula de Taylor (o de Maclaurin) 

1(h) - /(0) + ft/( 0) + yAO) + •• ■ + £/°”(0) + w 

con resto integral: 

Para obtener las otras expresiones del t£rmino complcmentario que tara- 
bitn se utilizan en la prActica, nos basamos en uno de los Jeoremos de la media 
del cAlculo integral: 

Sean : [a,6] — » R contmuaa, 0 > 0 en (a, 6). Entonccs cziste T 6 (a, 6) 

J * F(tW)*-F(T)£t(t)dt 
En efecto, si m =m(nf(t), M =m AxF(t), se tiene 

m J* 0(0* < ^ F(O0(O* < Wj f #0* 


de donde, dado que £ 0(1) dt > 0, results 

iu . £Fmo* , Jf 
£ 0 ( 0 * 

y la continuidad de F implies la existencia de r € [a, 4] tal que 


F(r) = 


£f(0#0* 

it-m* 


Un argumento algo mils fino permite demostrar • 
t en el intervalo abierto ( a,b ). 


upre se puede elegir 
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Pues bien, elijamos ahora r € [0,p] (no necesariamente entero), 
*W = (ft - ty, F(t) = Entonces, / 0 ‘(h - t)"dt = 

y la aplicacidn del teorema de la media antes demostrado nos da la existencia 
de r £ [0,AJ tal que 

am- ]‘ 

(tOrmino complementario de SchldmUch). Particularizando r = 0, ae obtiene 
el Urmino complementario de Cauchy 


io de Lagrange 


r,(ft) = 


if*' 


i 


"(p+ir 

Todas estas formulas se aplican tambifn al caso de que el punto en el 
ue se evaliian las derivadas no sea 0 si no un xo arbitrario, asE como al caso 
n que ft sea negativo. Basta para ello efectuar el dcsarrollo para la funcidn 
(t) f(x o + Ift) en la forma 

9(1) - 9(0) + 9*(0)ft + 59"(0) + • ■ ■ + V(0) + 1)>(1) 


/(xo + ft) = /(xo) + ft/(x o) + y/*(xo) + '+£/ W (xo) + T p (ft) 


Tp(ft) = j y’?- f <r *' ) (x 0 + >h.)hT*'dt (forma integral), 

T r (h) = (^ l y/ r *' ) ( x o + eh ) (forma de Lagrange) 

Si sdlo se supone la continuidad de la derivada p-sima y se efectiia el 
desarrollo de grado p — 1 con tOrmino complementario de Lagrange: 

/(xo+A) = /(xo) + A/(xo) + yr(xo) + • • • + ^TTjj/ & " 1) (xo) + 

+^/ W (xo + 9A) 
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se tiene /M(ao + Oh) - /W(*o) “ 6(h) — 0 cuando ft -» 0, y entdnces 

/(®o + ft) = /(* 0 )+ft/(* 0 )+fr(^)+-+^5 i / fr - 1) (*o)+ 
+£/“(*<>) 

de donde se obtiene el ttrmmo complementary en forma infinitesimal, o asin- 
tdtica, o de Pcano: 


T p (h)=o(M) 

que tiene la ventaja de no exigir la existencia de derivada de orden p+ 1. Si dsta 
existe y |/* p+1 (*)| < M en [0,A|, se puede mejorar esta expresidn asintdtica, 
y concluir que 


' * " ~ fr + ljl 

que es una forma mds fuerte y "cuantitativa" que la mera expresidn 
r„(ft) = o(hP). 

Para una funcidn / de n variables, cl desarrollo de Taylor de la funcidn 
de una variable F(t ) = /(*“ + (A,,^ + (ftj, • • • ,x® + th„) = /(xo + th) en el 
intervalo [0, 1) y la rclacidn fundamental 

F< k \t) = <Pf(xo + tftjft) = (/)(» o + tft) 


nos dan las formulas bdsicas del tdrmino complementario: 

T r (h) = j ^-^2<P" 1 /(xo + shift) da (forma integral), 

T p (h) = — ^d OM - l| /(x 0 + flh; ft) (forma de Lagrange) 

Si para dos fundones / y g definidas en un entorno de a introdudmos el 
sfmbolo 


f(x) = 0(g(x)) para x-o 

para indicar que |/(x)/g(x)| permanece acotada en un entorno U de o, o, 
mds precisamente, que existe una constante C tal que |/(x)| < C|g(x)| para 
x e U,x ft a, (a puede ser ±oo, y/yj suden ser infinitdsimas o infinitas 
cuando x — ♦ a), entonces podemos resumir de la siguiente forma las formulas 
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asintdticas del tOrmino complementario en funciOn de las hipOtesis sobre las 
derlvadas de /: 

f'* ) continua » T r (h)=o(ff) 
acolada => T p (/l) = 0(W +1 ) 

/&«-» continua =» T^h) = o(hP*') 

En la prdctica, la acotacidn de /**■'* en [0,A] es consecuencia de su con- 
tinuidad, y entonces, si no se conoce una cota explfcita para /& >+1 ) se puede 
usar la estimation asintotica fuerte Tpti(fc) = o{ hf*') para el polinomio de 
Taylor de grado p + 1. Si se conoce dicha cota (M), se podrfa usar la cota m4s 
precisa |7^(/i)| < Mh?*'/(p + 1)! para el polinomio de Taylor de grado p. El 
usar una u otra information depende del problema que se estO analizando en 
cada caso. 

Por ejemplo, anticipdndonos al estudio general que se efectuard en el 
tiguiente capftulo, si para una funciOn de una variable y = }(x) se tiene: 
f(xo) = 0, f"(x o) > 0 y f es continua, entonces, usando la formula de Tay- 
lor de segundo grado en la forma asintOtica Tj(ft) = o(/i 2 ) se puede garantizar 
que en x = io la funciOn tiene un mfnimo estricto local: existe un entomo U 
de xo tal que /(x) > J(x o) para todo x € V, x / xo- 

Esta afirmaciOn es de tipo cualitativo, y el tamano de U no se puede estimar 
sin mSs information, feta puede venir dada por el conocimiento de una cota 
sobre f". Asf, si |/’"(x)| < M para todo x, tendrfamos: 

donde { estO entre 0 y It. Por tanto, 

| /(** + h)~ /(xo) - " |ft|* 


-f w* < /(* 0 + ft) - /(*») - £^ft J < f |ft| 3 

de donde 

+ h) - /<*) > + £ w - £ (rw + y w) 

y de aquf concluimos que si 0 < |ft| < 0 = 3f"(xo)/M, se tiene, efectivamente, 
/(20 + ft)>/(xo) 
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3. El problema de la invariancia de las diferenciales de orden supe- 

Continuando con loa comentarios de las notas 1 y 2 del apartado 3.4, comence- 
mos recordando que, si * = u(t), y = tr(f), la derivada primera de la funcfon 
compuesta F(t) f(u(t),v(t)) viene dada por 
F(t) = 

de donde 

As (, la ezpresidn cmaUtica de la di/erencial df = f x dx + f' v dy se pucde 
utilizer para recorder la formula anterior, ya que dx = u'(t) dt y dy = v'(t)dt. 
Recordemos ahora que, dada /(*, y), se define 

^/(so.Vo; A,*) = /Ji(xo,Vo)A S + 2/^(*0, !*))«: + /£(*o,Vo)* S 
Vimos tambiSn que la derivada segunda de F(t) tiene por expresidn 

f"(i) - &At ) 2 + + f+A*? + JXW + 

donde las derivadas de / est4n evaluadas en (u(t),v(t)). Obs6rvese que esta 
exprcsfon no coincide con d 3 /(u(l),v(t);u'(t),i/(t)j, que sdlo abarca a los tres 
primeros forminos de la formula total. La expresfon complcta, escrita en 
tGrminos diferenciales, seria: 

F"(t) = <fi/Wt)A‘)y(‘)yW) +<VMt)Mt);AW.AW) 

o, en forma equivalente, 

<PF(t-,h) = tP f(v(t),v(t)-,dx[t; h),dylt\ h)) + 
+ ^(u(t),u(t);d 2 *(t;A),d J v(t i A)) 

Esto justificarfa Uamar expresi&n anaUhca de la segunda diferencial a la 
siguiente: 

= **, (<>*? + 24, (dx)(dy) + 4,(<W 2 + + z^p 

para justificar la formula corrccta (interpretando adecuadamente la notacidn): 
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En esta forma, la expresidn analftica de la segunda diferencial si es la 
misma, tanto si x e y son variables independientes (en cuyo caso (fix = 0, 
(fiy = 0) coroo si son funciones de otras variables s, w, • • - 
La derivada tercera de F[t) viene dada per 

+ 3/3„(n')V + SJZ.A't? + + 3/>V' + 

+3fZy(iSlf + tlV) + ifct/tT +fy+ ry 

y la expresidn analftica de la tercera diferencial serfa 
<?* = £!(dx) 3 + 3rj,{dxftd«) + 3Q.(dx)(dy)> + #(<*)* + 

+3#(dx)(d a x) + 3£,((dx)(d*y) + (cfix)(dy)) + 3£(*)(<ty) + 

+/ I (d 5 x) + r,(d 5 v) 

5.6 Problemas 

1. Calcular las derivadas segundas y terceras de 

“) /(*.V) = «* + *V J »)/(*.») = c) /(*,»,*) = xyx 

Clasificar la correspondientes matrices hessianas en el origen. 

2. Estudiar la existencia y continuidad de las derivadas segundas de las 
funciones del problems 5 del capftuk) 3. iSe verifies para ellas la igualdad 
de las derivadas cruzadas? 

3. Obtener los desarrollos de Taylor de segundo orden de las siguientes 
funciones en el punto indicado: 

o) /(*,») = 1 - 2* + y - (* + y ? , (0,0) 

6) J(x,y) = a + to + cy + dx 2 + exy + ky J , (0,0) 
c)/(x,v,*) = x-y J + *x, (1,1,1) 

<0 /(*,») = ^l-* 4 -* 4 , (0,0) 
e) /(*.») = »»(*») + senfx 2 + ») , (0,0) 

D /(x,y) = e*p , (0,1) 

»)/(*, V) = *», (1,0) 

*) /(*,».*) = «®(x + pz) - ln(l + **) , (0,0,0) 
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sustituir z = x—y en rates draarrollos y comparer con los obtcnidos 
ena). 

(c) En general, dada una funcidn y>(x) de una variable de dase C a , 
obtener el desarrollo de Taylor de segundo orden de la funcidn de 
doe variables f(x,y) = <p(x - y) en (0,0) (y en cualquier punlo 
de la forma (a, a)), comprobando dospute que se puede obtener 
sustituyendo z por x - y en cl desarrollo de Taylor de segundo 
orden de <p(z) en z = 0 

vK*) =* vKO) + ^(o)* + 0)** + ••• 

5. Obtener los desarrollos de Taylor de cuarto orden de: 

/(*,#) = sen(xy); /(*,#) = sen (zyx); /(*,») = sen(xy) cosfafy) 
empleando los desarrollos (de una variable) de las funciones seno y 


6. Dada la funcidn 

* = *»+»** 

se consideran valores determinados (x,y) aloscualessedanincrementos 
(Ax, Ay). Se pide: 


(a) Obtener i 
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(b) Obtener aproximadamente Au mediante las formulas de Taylor de 
primer y segundo grado, y comparar con el valor exacto de Au. 

(c) Calcular num6ricamente dichos valores para * = 2, y = 1, 
Ax = 0, 1, Ay = -0,2. Lo mismo para x = 2, y = 1, Ax = 0,001, 
Ay = -0,002. 

7. Se considers la ecuacidn 

* J -y J -» + (x-l)z = 0 (.) 

(a) Comprobar que (*) define a z como funcidn implfdta de (x,y) en 
un entorno del punto (0,0,0). 

(b) Obtener el polinomio de Taylor de segundo grado de z como fun- 
cidn de (x,y) en el punto (0,0). 

(c) Comprobar que z se puede despejar efcctivamcnte de (*). Una vez 
obtenida la forma explicits de z, obtener su polinomio de Taylor 
en (0,0) y compararlo con el anteriormente obtenido. 

8. Dada la funcidn 

/(x,y) = xyln(x 3 + y*) si (x,y) / (0,0), /(0,0) = 0 

(a) Escribir el polinomio de Taylor de segundo grado Pj(x, y) de / en 
(vfi/2, 1/2) (vianse los problemas 5 del capftulo 3 y 2 del presente 
capftulo). 

(b) i Define la ecuacidn /(x,y) = 0 una funcidn implfcita y = <p(x) en 
el entorno del punto (s/3/2, 1/2)? 

(c) Si la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa, determinar el 
polinomio de Thylor de segundo orden de y = <p(z) en el entorno 
de xo = s/3/2. 

(d) iEs posible describir la grdfica de y = tp(x) en tfaminos geomftricos 
simples? 


IS parciales es una reladdn que ha de satisfacer 
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se dice que es una solution de la ecuacidn o que satisface la ecuacidn. 
ecuaciones en derivadas parciales inAs importantes en las aplicaciones son. 
duda, las de segundo orden. Entre ellas destacan las ecuaciones fundament 
de la fisica maternities: 

0 ecuacidn del calor 
0 ecuacidn de Laplace 

(t representa al tiempo y x,y, ... variables espaciales; en el segundo miembro 
puede haber una funcidn distinta de la trivial, y entonces la ecuacidn no ea 
homogtnea). 

9. Obtener el coqjunto de soluciones de las ecuaciones en derivadas par- 
ciales: 

«)“= = <* 6)ti„ = 0 c) Uj, = 0 d)u^-3?y 

(Indicacidn: Se entiende que se buscan las funciones de clase C 1 en 
todo el piano que verifican cada una de las ecuaciones. Vdase el aparta- 
do 4.1. En el primer caso, por ejemplo, de (ti*)i — 0 se deduce que 
«*(*,») = ¥»(»)■ e. integrando de nuevo respecto a x, se tiene 
u(x,y) = a v(y) + tM y), siendo if y V funciones arbitrarias. En c), 
la solucidn general es u(x,y) = <p(x) + V(y) con y> y V funciones arbi- 
trarias de una variable.) 

10. Se trata de integmr la ecuacidn de ondas 




dt dx 2 

a*u 

W + dy* 


= A^ + Bt), y = + Dy 


s !• Is 




5.6. PROBLEMAS 


Elegir los coeficientes A,B,C,D de modo que la nueva ecuacidn 
en las variables £,ij sea 

(b) Utilizar c) del problema anterior para obtener que las soluciones de 
(*) estdn dadas por 

«(*, *)“*<*+«*)+ iK* “ ct) (») 
donde tp y tp son funciones arbitrarias de una variable. 

(c) Se trata ahora de probar que entre la infinidad de soluciones (**) 
hay una sola que satisface las condictones initiates 

“(*.0 ) = /(*), tq(x,0) = j(x) (•*•) 

donde /(x) y g(x) son dos funciones dadas de una variable que 
representan, respectivamente, la position initial y la veloddad ini- 
tial de la cuerda (se tendrA, por tan to, que si se prefijan una posi- 
d6n y una velocidad iniciales, quedarA bien determinado un tinico 
movimiento de la cuerda). Impdnganse las condiciones (***) en la 
expresidn (**) para determ inar c6mo han deser y 0. La solucidn 


“(*.<)■ 5 [/(*+«•)+/(*- «*)1 + ^ jT^ pW * 


(d) Resolver el problema de valor initial 


u„ - 4u„ = 0 
u(x. 0) = cosx 
u,(x,0) = senx 


11. Si u(x,y) (u(x,y,z)) es de clase C 2 en un conjunto abierto SI, la funcidn 


_&u &u\ 

+ dy 2 * dz 2 ) 


se Hama laplatiana de la funcidn u. Una funcidn cuya laplaciana es nula 
en SI (o sea, que satisface la ecuaddn de Laplace en ft) se dice que es 
arm&nica en 0). (La definicidn es la misma, naturalmente, para cualquier 
ntlmero de variables.) 
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(a) Comprobar que son armbnicas las siguientes funciones, precisando 
el mayor abierto Q en que ello es asl: 

W **-»* (n) x 3 -3X1^ + xy (i*)arctan| 

(b) Dada la funcibn de tres variables 

= >/(x - *o) S + (y - Ko) J + (* - Si) 1 

calciilese Ar y A - . iQu6 se obtiene para la funcibn de n variables, 


r (*ii -',*») = v/(*l - *?)’ + (** - *?)’ + - + (*b - *8)’ * 


(c) La misma cuestibn para la funcibn de dos variables 

«■(*,») = y/(*-a«) J + (y-M)) J 

Calciilese tambibn en cate caso A ^ln » A (- lnr) . 

(d) Si u(x, y) = /(r), con r(x, y) = -Jx* + y a , expresar Au en funcibn 
de r. iCbmo ha de ser / para que se tenga Au ■= 0? Resolver la 
misma cuestibn para tres variables (x,y,z) y comontar los resulta- 
dos obtenidos en relacibn con los dos apartados anteriores de este 
problema. 

(e) Comprobar que la expresibn de la lapladana de u(x,y) en coorde- 
nadas polares es 


iu = u rr + -u r + j 3 u« 
n fi*\{(0,0)} las funciones 


(»)r"cosnd 


(Estas funciones armbnicas en R"\{0} de los puntos b), c), d) y e) 
juegan un papel esencial en la resolucibn de problemas relativos a 
la ecuadbn de Laplace.) 


12. La ecuacibn del calor 


au ,2<Pu _ 
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rige la distribucidn de temperatures u(x,t) a lo largo del tiempo — se 
sobreent iende, en general, que, en la ecuacidn, t > 0 — en tm medio uni- 
dimensional (una barra metdlica, por ejemplo) que se supone ocupando 
el eje de abcisas (o un intervalo de este eje). (Tambifen se la denomina 
ecuacidn de la difusidn porque rige diversos fendmcnos de difusidn en la 

de la ecuacidn del calon 

a) e - * 2 ™ 2 ' cos mi 6) e - **’" 1 ' sen mx (m constante) 

C) V^ eXP ( _ 4Pt) 

(Gracias a estas soluciones especiales se resuelven muchos problemas 
relativos a la ecuacidn del calor, corao se muestra en los cursos de ecua- 
ciones en derivadas parciales.) 


13. Determinar curies de los siguientes campus vectoriales son campos gra- 
diente, hallando una funddn potcncial para aqudllos que lo sean: 

(*) (y-lnx,x + e») («i) (cosz + y + seny,cosy + x + xcosy) 

^y 2 + 2xy + ax 2 x? + 2xy + bx‘\ 
(«t)(l + e*»,l+«*») («») V (x’ + y 2 ) 2 ’ (x 2 + y 2 ) 2 ) 

(segiin los valores de las constantes a y I 


(v) (tree variables) 


Vx^ x 2 + a 2 ’ zy 2 ’ x 2 + 


14. Una ecuacidn diferencial z' = /(t,x) siempre se puede escribir en la 
forma 

m(l,x) + n(t,x)^=0 (a) 


Gn efecto, basta tomar n(t.x) = 1, m(t,x) — — /(f,x). Caben otras 
elecciones: si, por ejemplo, f(t,x) es de la forma 


entonces la ecuacidn puede es 


/i(t,*) + M,x)- = o 
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La ecuacidn diferencial (*) se dice que es eracta si m, = Ti,, o sea, si 
(m,n) es un campo gradiente. Cuando esto ocurre, las soluciones de la 
ecuacidn estdn definidas implicitamente por la ecuacidn 
F(t,x) = C («) 

donde F es una funcidn potencial del campo (m,n) y C cualquier 
constante. En efecto, si x(t) estd definida por (**) (obsdrvese que hay 
realmenle ecuacidn diferencial (*) si n(t,x) = F x (t,x) / 0, que es prc- 
cisamente la hipdtesis del teorema de la funcidn implicita que garantiza 
que (**) define a x como funcidn de £ en un intervalo /), entonces, por 
la regia de la cadena, 

F 1 (£,x(£)) + F,(£,x(i))x'(i) = 0 

es decir, x(£) satisface la ecuacidn diferencial (*). Recfprocamento, si 
x(t) es solucidn de (*) en un cierlo intervalo /, entonces 

0 - m(£,x(£)) + n(£,x(l))^ = ^(£,x(t)) + ^(£,x(0)~ = 

- £(F(t,x(t))-0 paratodote/ 

es decir, F(t,x(t)) - constante para todo t € /, lo que quiere decir 
que x(t) estfi definida por la ecuacidn (**) para un cierto valor de la 

(La expreaidn (*) de una ecuacidn diferencial es la mancra “inoderna” 
— sustituyendo difercndales por derivadas — de escribir lo que mis tradi- 
cionalmente se express en la Uamada “forma diferencial” 
m(t,x)dt + n(l,x)dx = 0 

En rata forma, una ecuacidn diferencial —ecuacidn entre diferenctales — 
es exacts si el primer miembro de la ecuacidn es la diferencial — tambidn 
en escritura tradicional — de una funcidn de dos variables F(£,x).) 
Comprobar que las siguientes ecuacioncs son exactas y encontrar su solu- 
ci6n general: 

a) x 2 + (2£x +senx)x' = 0 b) x(2£ - x) + (t 2 - 2£x)x' = 0 


c) x(2t - x) + (f 2 - 2fx)x' = 0 




la condiddn inidal x(X) = 1 
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15. Puede ocurrir que la ecuacidn 

it T 

m(t,x) + n(t,x)-£ = 0 

no sea exacts pero que sf lo sea la ecuacidn equivalente que results al 
multiplicarla por una funcidn no nula p(t,x) : 

!i(t, x)m(t, x ) + /i(t, x)n(t, *)^ = 0 

La condition para ello es que 

0. , a. . 


fi x m + pm* = /qn + fin, 

Una funcidn p(t,x) que satisfaga esta ecuatidn se dice que es un factor 
integmnte dc la ecuacidn diferencial dada. En general, la determination 
de un factor integrante es un problems mils diffcil que la resolution do 
la propia ecuacidn original. Sdlo en ciertos casos, por la naturaleza de 
la ecuacidn o por el trasfondo fisico de la misma, es viable coqjeturar y 
comprobar que ciertas funciones simples son factores integrantes. 
Resolver las siguientes ecuaciones difcrenciales utilizando un factor inte- 
grante del tipo que se indica: 

o)2x 4 + t s + 2t® 3 x' = 0, /» = t* 

6)* + 2t + (xt + t + t J )x' = 0. <* = «* 

c) X + (1 + xe~‘)xf = 0 , p funcidn sdlo d = p(t) 

d) x(t + 1) + t(* + l)^ = 0 , li = li(x + 1) 

e) 6* 2 + 6xt + (9fcr + 4t 2 )*' = 0, p = p(zt) 

16. Probar que toda ecuacidn de variables separables, o sea, de la forma 


m(t) + n(x)x' = 0 
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17. (a) Una ecuacidn de la forma 

s' = <*)* + 6(4) (.) 


donde o(t) y 6(4) son funciones continuas en un intervalo (o,o>) C R, 
se dice que es lineal (por ser el segundo miembro una expresibn 
lineal en la funcibn incdgnita x ). Probar que la ecuacidn (*) admite 
un factor integrante que es sdlo funcibn de 4 y escribir la formula 
que da su solucidn general. 

(b) Resolver los siguientes problemas de valor inicial: 


M 


x' + 24s = 4 s 
*(0) = 1 


(«) 


r' + 4x = 4 
x(0)-l 


18. La ecuacidn de Bernoulli es de la forma 

*' = o(t)* + 6(4)*- 


(a) Probar que el cambio de variable u — x 1_n la convierte en una 
ecuacidn lineal en la nueva variable dependiente u. Probar tambifin 
que la ecuacidn de Bernoulli admite un factor integrante de la forma 
p(4, x) = A(t)B(x) y obtenerlo. 

(b) Resolver 


(<)*'- 


44 s - 1 3 
34X 3 


4xV + y =6 
1(1) = 2 


19. La ecuacidn de Riccati tiene la forma 

*'=p(4)x J + ? (4)x + r(4) (.) 


(a) Probar que si se conoce una solucidn particular X\ (t), entonces el 
cambio de variable dado por 

x = x,(4) + i 

donde v es la nueva variable dependiente. reduce (*) a una ecuacidn 
lineal. (Equivalentemente. el cambio de variable v = x — X\(t) la 
reduce a una ecuacidn de Bernoulli.) 

(b) Aplicar lo anterior a la resolucidn de las ecuaciones: 

(solucidn particular 1,(4) = 4) (**uddn particular x,(4) = rf) 



Capftulo 6 

Optimizacion 

En el apartado 1.3 se exponlan las primeras ideas sobre los problemas ie 


que admiten un tratamiento m4s complete. 

6.1 M&ximos y mfnimos 

Repitamos aquf las definiciones dadas en el capftulo 1: 

Oeflnicidn 6.1 Sean f : Dom f C R" — • R y un conjwito S C 
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Teorema 6.1 (Teorema de Weierstrass) Si la jvncidn 

f : Dom / C R" — * R es continue en un conjunto cerrado y acotado 
S C Dom f , entonces f olcanzo en S su valor ntiknmo y su valor mini- 


Este teorema, que demostraremos en el capftulo 7 que sigue, generaliza 
el correspondiente resultado para fundones de una variable continuas en un 
intervalo cerrado y acotado [a, 6], En la figura 6.1 se muestran diversas situa- 
ciones en una dimensidn que ilustran la influenda de las hipdtesis del teorema. 






El teorema de Weierstrass garontiza la existenda de dptimo en un coqjunto 
cerrado y acotado pero no propordona ningdn procedimiento para localizar 
en la prdctica los puntos en que lo alcanza. Es en este pull to donde comienza 
a ser dtil el cdlculo diferendal: 


Teorema 6.2 Svpongamos que / alcanza su mdjimo (o su minimoj en 
S C Dom f en un punto interior de S xq. Silas dcrivadas parciales df/dxt, 
i = l,...,n, existen en xq entonces 


^-(xo) = 0,i = 


( 6 . 1 ) 
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En efecto, como xq es punto interior, existe 6 > 0 tal que xo + tej € S 
para |t| < 6 y basta aplicar el resultado andlogo para funciones de una variable 
a cada funcidn parcial 

* —►/(*? * 2 ) 

la cual tiene en el intervalo (x^ — 6,^ + 6) un inaxiniu (reap, mlnimo) en 

x?. 

La condicidn (6.1) es necesaria (“condicidn nccesaria de primer orden") 
pern no svficiente para la existencia de dptimo. Por ejemplo, para la Funcidn 
f(x,y) = y 2 - x 2 , definida en todo R 2 , el dnico punto del piano que verifies 

§;(*o.H>) = 0, |£(*o,yo) = 0 

es el origen (0,0). Pero /(x, 0) = — x 2 , de donde, con x ^ 0, se tiene 
/(x,0) < /(0,0) =0 y, por tan to, no puede haber un mlnimo en (0,0). 
Por otro lado, /(0,y) = y 2 > 0 para y # 0, con lo que tampoco puede 
haber un mtiximo. Recordemos que esto tambidn se daba en funciones do una 
variable: la Funcidn /(x) = x 3 verifies f(0) = 0 y, sin embargo no tiene un 
mdximo ni un mlnimo en xq = 0. 

Definicidn 6.2 Un punto xo 6 Int (Dorn f) se dice que es un punto critico 
de f si 

|£ ( a * ) -"“|| r (a » ) - 0 («•*> 

Con esta definicidn se tiene el siguiente 

Corolario 6.1 Supongamos que / tiene derimdas parciales en un conjunto 
abierto DO S. Si f alcanza en S su valor mAximo (o su valor mtnimo) en 
el punto xoeS, entonces o trie n xo es tin punto critico de f o trien xo 6 9S. 

EJEMPLO 1. Funciones lineales. Para una funcidn lineal 

/(x) = OlXl + ... + OnXn + b 

dxi l, '"’dx„ 

y, por tanto, no tiene puntos crfticos salvo en el caso trivial de las funciones 
constantes /(x) = b , para las que todo punto x = (xj, ...,Xn) € R" es punto 
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Vemos que el ilnico punto crttico es el (0, 0). La frontera es la circunferencia 
de ecuacidn x 1 + y J = 1. Para evaluar / sobre la circunferencia, escribamoa 
las ecuaciones paramitricas de fata; 




, 0 < 9 < 2* 


Bntonces 

/(ccsfl.senS) = isen20^ F(») 

Los puntos crfticos de F{8) en [0,2*] satisfacen F"(8) = 0, 0 < 9 < 2*, 
es decir, son 8 = J, ■ T Hemos de considerar tambita los puntos 
extremos 8 = 0 y 8 = 2* . Tenemos asf ctnco puntos “candidates” a dptimos 
en la frontera del conjunto: 

Setiene 

!(A) = i; /(B) = -i; /(C) = /(D) = -±; f(E) = 0 

Se compare con el valor en el origen, el “candidato” del interior de S , 
/( 0,0) = 0, y vemos que el mdximo tiene lugar en A y C y el mfnimo en B 
y D (Fig. 6.4). 
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veremos en el apartado 6.2. 


Ejemplo 3. Sea /(x,y) = -x‘ + x-y l -2y -1; S = R 2 . 

El sistema de puntos crfticos es 

Of 
Ox 
df 
Oy 

con lo que el tinico punto crftico es (zo.yo) = (J, — 1). /(!>— 1) = } - Com- 
pletando cuadrados: 


= — 2x + 1=0 
= -2y — 2*0 


/(*.*)- -(*-5) -(V+l)’+j 

vemos que f(x,y) < J para todo (x,y) € R 2 por lo que max/(x,y) = j 
y se alcanza en (5, —1). En este ejemplo, un simple argumento algebraico nos 
da que la funcidn alcanza su valor m&ximo (estricto, ya que 
/(*>!») < 5 = a (®,y) # (J.-1)) aunque no podemos aplicar 

el teorema de Weierstrass por no tratarse de un conjunto acotado. Por otro 
lado, / no alcanza su valor mfnimo en R 2 (ipor qu6?j. 


1 ? 3 
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En general, si el conjunto no es cerrado y acotado, habra que estudiar el 
comportamiento de / al “acercaise a la frontera’ , en particular “en el infinito" 
si S no es acotado (es diffcil predsar mds estas expresiones; cada caso, si es 
tratable analiticamente, sugiere el mCtodo de hacerlo). 

EJEMPLO 4. Determinar los valores mdximo y mfnimo en R 2 de la funcidn 
/(*, y) = (l-x 2 - W J )e- I, -» > 

Puntos criticos: 

^ - 2i(* J +» J -2)e- x ’-» , =0 

§£ = 2y(x 2 + y 2 — = 0 

sistema satisfecho por los puntos 

(0,0) y (i,S) tales que i 2 +y 2 = 2 
Se tiene /(0,0) — 1 , /(*,$) = -1/s 2 . Por otto lado 

/(*,») = (1 “ r 2 )e~ r ’ ^ v( r ) , con r = v's’+V 2 

Como linv-coV>(r) - 0 , por la tegla de L'Hdpital (la grffica de »*r) es 
la de la ligura 6.3a), ohndxuno sc alcanza en (0,0) y el mlnimo en los puntos 

Ya se comprende que «tos m«odos ad hoc no Uegan muy lcjos en cuanto la 
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Definition 6.3 Sean f : Dom / C R n — t R y S C Dom f . Se dux 
que la funcidn f tiene un mdximo local (relativamente a S) en el punto 
Xo € S si existe e > 0 tal que f(x) < f(x o) pom todo x £ B e (x o) n S . 
Si /(*) < ](xq) para todo x 6 B,(xq) (IS, xgtxq , se dice que f tiene un 
mdximo local eatricto en xq. Se definen de manera andloga minima local y 

Los m&ximoe y mtoimos de la definition 1 son los Optimos globales de / 
en S. Es obvio que un mdximo (minimo) global tambiOn lo es local. Por el 

Teorema 6.3 Supongamos que f tiene derivadas parciales en un conjunto 
abierto DO S. Si f tiene un 6pBmo local en un punto xo del interior de 
S , ententes xq es un punto crihco de f . 

En la figura 6.5 se ilustran dislintas posibilidades para funciones de una 




variable que, con grdficas mds complicadas de representar, se dan tambidn 
para funciones de doe variables (Pig. 6.6). 

Los puntos crfticos de una funcidn / — que, por definition, son puntos 
interiores de Dom f — se clasifican en 

• mdxirnos locales: existe e > 0 tal que f(x) < /(xo) para todo 
x € B e ( xq). 
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Figure 6.6 

• mfnimos locales: exislc e > 0 tal que f(x) > J(x o) para todo 
* € 

• puntos de silla: en toda bola B,(x o) centrada en xoexisten punlos 
de Dam f en los que f(x) < /(* o) y puntos de Dom f en los que 
/(*)>/(* o). 

El punto (1/2, -1) del ejemplo 3 anterior cs un indxirno (global, de he- 
cho). Los puntos critioos de /(x,y) = x 2 + y 2 son las soluciones del sistema 


/.(*.») - 2 * = 0 

/*(*.») = 2p = 0 

«decir,(0,0) «rffako. punto crfto. Como 
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y los mfniraos locales en un problems de maximizaddn. 

Condiciones de segundo orden para 6ptimos locales 

Son condiciones basadas en las derivadas segundas (de ahf lo de “segundo 

orden”) que generalizan el criterio de la derivada segunda para funciones 

de la funcidn /(x) 

• Si /"(xo) < 0, entonces / tiene un mSximo local (estricto) en so- 

• Si f"(xo) > 0, entonces / tiene un minima local (estricto) en zo> 

• Si / tiene en zo un mdximo local, entonces /"(xo) < 0. 

• Si / tiene en xo un ininimo local, entonces /"(x o) > 0 . 

Para obtener un criterio antilogo para funciones de dos y m&s variables 
partimos del desarrollo de Taylor de segundo orden: 

/(x)-/(xo) = K(x»)M + --+/L(*»)M + 

+iE^WMi+w (6-3) 

donde A = (hi,..., A.) = x - xo y «j(A) = o(|A| 2 ) . Se supone que / es de 
clase C 1 en un entomo del punto crftico xo . Por ser xo punto critico los n 
primeroe sumandos del segundo miembro de (6.3) valen cero, con lo que 

/(*) - /(xo) = idVfxo; A) + *j(A) (6.4) 

Para clasificar el punto crftico xo hay que estudiar el signo de [/(x)-/(xo)) 
para puntos x prdximos a xo, es decir, el signo de yiPf(xri,h) + ftjf/i) para 
|A| pequeno. Pero, dado que flj(A) es pequeno para |A| pequeno, es razonable 
coqjeturar que, en un entomo de A = 0, el signo de ^Sf(zo-,h)+R2{h) venga 
determinado por el de jd^/fzo; A). 

^/(xojh) es un potinomio homogHieo de gradoS en h = (hi,..., An), es 
decir, una forma cuadrdtica. Una forma cuadrftica de n variables tiene por 
expresidn 

q(h) = ^2 aijhthj , Oil = a>. , A 6 R" 




(6.5) 




6.1. MAXIMOS Y MiNIMOS 


o, utilizando notacidn matricial, 



la recta quc pasa por el origen y cl punto h, y tiene norma 6 . 
Por ser <j(h) homog&iea dc grado 2 se tiene 


y, por tanto, 


es decir, q(h) queda determinada por los valores que toma en la esfera 
{h 6 R n ; |h| = 6) cualquiera que sea el 6 > 0 elegido y su signo es el mismo 
para todca loe puntos de cada rayo que parte del origen. En consecuencia, 
estudiar el signo de <Pf(zoih) para |h| pequeno es equivalente a estudiarlo 
cuando h = (hi,..., Ih,) recorre R n . 

De acuerdo con los signos que toman en los puntos de R n , las formas 
cuadr&ticas (o las matrices simhtricas que las definen) se clasifican en los si- 
guientes tipos: 


1. Semidefinida positiva si q(h) > 0 para todo h e R". 

2. Definida positiva si q(h) > 0 para todo h e R", h ^ 0 

3. SemideBnida negativa si q(h) < 0 para todo h e R". 

4. Definida negativa si q(h) < 0 para todo h e R", h ^ 0. 
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5. Indefinida si existen h‘ y h“ tales que q(h') > 0 y q(h”) < 0. 
NOTA. El poUnomio cero, q[h) = 0, sera siinultAneamente semidefinido positivo y somidcfi- 

Pues bien, como respuesta a la conjetura formulada anteriormente se tiene 
el siguiente criterio que, efectivamente, generaliza el criterio de la derivada 
segunda para fundones de una variable: 

Tfeorema 6.4 Sea f de close C 2 en un conjunto abierto S y sea xo G S un 
pun to crtlico de /. Entonces: 

1, Si tP f(x o; h) es definida positive, xo es un mini mo local estricto. 
t. Si <Pj(xo\h) es definida negative, xo es tin miximo local estricto. 

3. Si <Pf(xo',h) es indefinida, xo es un punto de silla. 

4. Si xo es un minimo local, tpf(x o;h) es semidefinida positive. 

5. Si xo es un mdximo local, tPf(xo\ h) es semidefinida negative. 

NOTAS. 1. Si n = 1, <P/(zo;A) - ; para n = 1 no rabe la posibilidad do quo una 

forma cuadn&tica sea indefinida; no tiene, pues, scntido, si n se 1, el punto 3 del 

quo el teorema no aRota todas las posibilidada: cuando «P/(zo; A) es semidofinida 
positive pero no positive o semidefinida negative pero no negative se train de un caso 
dudoso y habrfa que recurrir a tOrminos del desarrollo de Taylor de orden superior a! 

EJEMPLO S. 

1. }(x, y) = l 2 + y 3 ; (0,0) es el linico punto crftico. /"j(0,0) = 2, 

/i'p(0,0) = 0,/"(0,0) = 0;d 3 /((0,0);(/ti,fcj)) = 2/t? es semidefini- 
da positiva (en los puntos (0, hg) , hg ^ 0 , vale 0) y (0, 0) es un punto 
de silla (ipor quA?). 

2. !(x,v) = x * 1 + y * ; (0,0) es el tinico punto crftico y ^/((O.O); (Ai.Aj)) 
es la misma que antes, pero ahora (0,0) es un mfnimo global estricto. 

3. HAganse anAlogas consideradones para las fundones f{x,y) = -xP+y 3 , 
/(*,») = -xP-y*. 

Demostraremos cste teorema mfis adelante. Para su utilizacidn en las apli- 
caciones es esendal disponer de criterios prActicos que permitan clasificar las 
formas cuadrAticas segtln los tipos descritos anteriormente, cuestibn que se 
estudia en los curso6 de Algebra lineal. Repasaremos aquf algunos aspectos de 
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La dasificaddn de (6.7) en (famines de los coeficientes a, b y c es al- 
gebraicamente muy simple: completando cuadrados se tiene, supucsto que 
°* 0 : 




[ o(k+Jfe)* + *^* J si o/O 
+ 24M:-t-c* J = < *»(26f+c) si o = 0, 


ie donde se deduce inmediatamente el siguiente critcrio: 


q(h, k) es semidefinida negativa < 


(Obsfavese que las condidones a>0,ae-6 2 >0 llevan implfdto el que 
tambifal c>0;y, anSlogamente, o < 0,ac-6* >0 el que c< 0.) Del teorema 
6.4 se deriva entonces el siguiente criterio para clasificar puntos crfticos de 
fundones de dos variables: 
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Teorema 6.5 Sea f(x,y) it dose C 2 e nun conjunto abierto S C R 2 y sea 
(x 0 ,yo) € S un punto crttico de f . EnUmccs: 


• Si fOxix o,!*)) > 

un minimo local estricto. 


> 0 ,/ tieneen (x 0 ,yo) 



silla. 


vo) j&(* a, wo) 
fSyto'Uo) f„(zo,vo) 


(zo.i/d) un panto de 


• Fmalmente, si se verifies gue j 

f!!x(zo,Vo)fS,{xo,Vo) - fZy(* 0,Wo) 
local , un mdximo local o un punto 


/Jx(zo.yo) fZy{x o.yo) 
/J,(*0,Wo) &(* o.*o) 

1 = 0, (xo,po) paede s, 
de silla (caso dudoso. 


EJEMPLO 6. De terminal y clasificar los puntos criticos de la funcidn 

}{x,y) = i 3 + 3i y 2 - 3x 2 - 3y 2 + 4, 

El sistcina de puntos criticos es 

f /,(*,») = 3** + 3^-6* = 0 
l /»(*,») = 6xy-6» = 0 


ft(0,0), ft (2,0), ft(X,J), ft(l.-l) 
La matrix hessiana de f(x,y) es 


DV(*,V) : 


f /£<*.»> /£(*.») \ 
V /*(*.»> 


La evaluamos en cada uno de los puntos cr 


o’M") - ( 0 _S)>*VM-(! !)i 
"M - (S S) i O’/C.-> ) -(-S 1) 




f\(0,0) es un mtoimo local (estricto), 
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• P 2 (2, 0) es un mfnimo local (estricto), 

• ft(l, 1) es un punto de silla, y 

• P|(l, -1) es un punto de silla. 


Consideremos el caso especial en que f(x,y) es una 
/(x,y) = ox 2 + 2bzy + cy 2 
Sus puntos crlticos son las soluciones de 

( /*(*,») = 2a* + 26y = 0 
\ /»(*.») = 26* + 2cy = 0 

La matrix de coefidentes del sistema lineal homogdi 
la matrix hessiana de / 


(6.10) 


( 6 . 11 ) 

i (6.11) coincide con 


D J /(*.») = 2(“ 


y es la matrix de coefidentes de la forma cuadrdtica multiplicada por 2. Si 
| “ * | 0 , (0,0) es la ilnica soluddn del sistema (6.11), o sea, el dnico punto 

crftico de /. Si | “ * | > 0 se tratard de un Optimo global, por la propia 



ejercicio. Analixar los puntos crlticos de un polinomio general de segundo 


/(*.») = 0** + 2bxy + cy* + dx + ey + f 
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La intuidbn ligada a la representadbn grbfica que se trae de las fundones 
de una variable puede inducir a error en fundones de dos y robs variables. 
Por ejemplo, en una variable, una funcibn (derivable) que tiene en un punto 
un mfnimo local y que no tiene mas puntos crfticos, alcanza en 61 su mlnimo 
global. En dos variables, sin embargo, el resultado analogo no es derto: la 
funcibn 

/(x,y) = z 2 (l+-y) s + y 2 

por ejemplo, tiene a (0,0) como dnico punto crftico, es un mfnimo local y 
/ no alcanza en el su valor mfnimo en R 2 . En una variable, una funcibn no 
puede tener, por ejemplo, sblo dos puntos crfticos que sean ambos mfnimos, 
pero la funcibn de dos variables 

/(z,») = (*»»-*- l) a + (a? - l) 2 

por ejemplo, tiene en (1,2) y (-1,0) dos mfnimos locales y ningtin otro punto 
crftico. (Comprubbense estas afirmadones.) 

n variables 

Para n > 2 , la obtendbn de un criterio de clasificadbn como el dado en (6.9) 
es, naturalmente, mbs coraplicado. Si n » 3, todavfa son relativamentc ti- 
dies manipulaciones algebraicas mediante el artifido de completar cuadrados. 
Supuesto que 


q(h) = OuA 2 + 2ni]Ai A] + 2ai3Ai A 3 + ‘la-xhjvj + a&h% + 033 A| = 
(, a», on. V Pa /■ Qn°23 ~ Qia°i3 , \ 2 Ds 


donde D3 = |4| = 011022033 - aua|j - 0220 2 3 - 0330^ + 20120 
A1 quedar q{h) escrita como suma de tbrminos cuadrbticos 
penderb del signo de los coefidentes 





6.1. MAXMOS Y MfNIMOS 


291 


1. q(h) > 0 para todo h € R 3 , h ^ 0, o sea, q(h) es definida positiva si y 
sdlo si Di>0,§J>0,§*>0 toque equivale a que 

Di>0,Dj>0,Ds>0 (6.13) 

((6.13) tambita es condicidn necesaria pues q(h) 0 para todo li € R 3 , 
h 0, implica que on yt 0, Dj ^ 0, y valen los cAlculos que llevan a 
(6.13)). 

2. q(h) < 0 para todo h € R 3 , ft ^ 0, o sea, q(h) es definida negativa si y 

sdio si Di<0 , bJ< 0, < 0 lo que equivale a que 

Dj <0, Dj >0, Dj <0 (6.14) 

(vale la raisma observacidn que en el punto anterior). 

3. Si Di > 0 , Dj > 0 , O3 = 0 , q(h) es semidefinida positiva. 

4. Si Di < 0, Dj > 0, Dj = 0 , q{h) es semidefinida negativa. 

5. Si Di, Di, D 3 son todos distintos de cero y no se dan ni 1) ni 2) o 
bien Dift0,Diji0,Dj = 0 y nose dan ni 3) ni 4), entonces q(h) es 
indefinida. 


De lo anterior se deriva el siguiente criterio (simplificado) para clasificar 
puntos crfticos de funciones de 3 variables: 

Teorema 6.6 Sea f(x,y,z) de close C 2 en u n amjunto abicrto SCR 3 ( 
sea (xo,Vo,*o) eS un punto critico de f. Sean 


Hi = H,(zo,VO,*o) , Hi = 

I n, n, . 
«» = \C . 
\£ n, . 


y supongamos que ninguno de los nt imeros Hi, Hi, H 3 es cero. Entonces 


1. Si Hi > 0, Hq > 0, Hs > 0 , / tiene un mhumo local (estricto) en 

fa). »>,*»)• 


B. Si Hi < 0, Hi > 0, H 3 < 0 , f tune un 
(xo,Vo,zo). 


miximo local (estricto) en 
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3. En los seis casos restantes de sucesidn de signos de H3 , f tiene 

en (xo.yo,*)) an panto de silla. 

Ejempi.0 7. Determinar y clasificar los puntos criticos de la funcidn 
/(x,y,a) = * s + y 1 + a J -2*y-x-2a 
Sistema de puntos criticos: 

/.(*,!/,*) = 3x 2 - 2y - 1 = 0 
/*(*.».*) = 2y-2x = 0 
/,(*,y,a) = 2a-2 = 0 
Resolvtendolo se obtienen dos puntos criticos: 

y ^(-1/3, -1/3,1) 

La matriz hessiana es 



Entonces: 

- 6 > 0 , 

Hj(A) = |_® j | " 8 > 0, 

H 3 (Pt) = 2 • 8 = 16 > 0 
tfi(flt) = -2<0, 
ffa(fit) = |lj "j | = “8 < 0, 
flj(ft) = 2- (-8) = -16 <0 

Por lo tanto, Pi (1,1,1) es un mfnimo local y /%(— 1/3, —1/3, 1) un punto 
de silla. 

En general, para una forma cuadritica de n variables 
q{h) = atjhihj = h T Ah , con A = (ay) , a*, = a,, , sean 


I On ®12 ®1* I 



© ITES - Puraninfo 



6.1. MAXIMOS y MINIMOS 


293 


los menores principals dominantes de la matriz A — (a,, ) de coeficientes. 
Entonces, se puede demostrar (vdanse [2] y [8]) el siguiente resultado: 

1. q(h) es definida positive si y sdlo si Dj, > 0 para todo k — 1,2, ...,n. 

2. q(h) es definida negative si y sdlo si (-l)‘Dj, > 0 para todo 
k = 1 , 2, .... r»- 

3. Si D k > 0, * = l,2,...,n -1,D„ = 0, entonces q(h) es semidefinida 

4. Si (-l)*D k > 0 , k = 1, 2, , D„ = 0 , entonces q(h) es semidefini- 

da negativa. 

5. Si D n ? 0 y no se dan ni 1) ni 2) o bien si D k *0,fc = l,2 n-1 y 

Dn = 0 no ddndose ni 3) ni 4), entonces q(h) es indefinida. 

Podrfa pensarse que un forma cuadr&tica es semidefinida si y sdlo si en 
1) y 2) se sustituyen todas las desigualdades estrictas por desigualdades no 
estrictas > d < . Pero no es asf. Por ejemplo, 

fts) = — f*2 ~ = 0 • + 0 • hiha + 0 • hihs + 0 • fia/ts — 

es semidefinida negativa, no semidefinida positiva, a pesar de que los menores 
principale8 dominantes de la matriz de coeficientes 



son todos > 0 (iguales a cero, de hecho). 

Para establccer una condicidn nccesaria y suficiente para que q(h) sea 
semidefinida hay que hacer intervenir todos los menores prinripalcs de la ma- 
triz A de coeficientes. Un mmor principal deorden fcde A esel determinant® 
que se obtiene suprimiendo n - k Bias y las n-k columnas de los mismos 
Indices. Se puede demo6trar que una forma cuadrdtica h T Ah es semidefinida 
positiva si y sdlo si todos los menores principales de A son > 0 y que es 
semidefinida negativa si y sdlo si todos los menores principales de ordcn k , 

cumple en el ejemplo anterior. Comprudbese, por otra parte, que este criterio 

Tambidn se pueden clasificar las formas cuadrdticas en tdrminos de los 
autovalores de la matriz A de coeficientes. Veamos: en los cureos de algebra 
lineal (vdase tambidn el final del apartado 6.2 que sigue) se demuestra que, por 
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imitrica, exist* una matrix ortogonal P (ox 


/A, 0 ••• 0 

= 0 A a ... 

\ 0 -A. 


«w = Yl ai > hih > =hTAI,= 

•J“t 

= (haciendo el cambio de variables en R" A = Py) = 

= (PyfA(Py) - v T (P T AP)y = y T By = 

= Ail/? + AjPj + — AnJ^ (6-16) 

de donde se deduce inmediatamente que 

1. q(A) ee definida positive <=> todoe los autovalores de A son positivos. 

2. 4(A) es semidefinida positive <=> todos los autovalores de A son > 0. 

3. 4(A) es definida negative «=> todos los autovalores de A son negatives. 

4. q(A) es semidefinida negative <=> todos los autovalores de A son < 0. 

5. 9(A) es indefinida <=> A tiene al mcnos dos autovalores con signos 
opuestos. 

Este criterio es exhaustive y muy Kcil de establecer, pero tiene, (rente 
al anterior basado en los menores prindpales —que puede suponer cglculos 
engorrosoe pero siempre realizables—, la dificultad prActica de que para di- 
mensiones altas (n > 2 , de hecho) puede ser dificil —si no imposible — calcular 
los autovalores. Bien es verdad que, en realidad, lo que se necesita es el signo 
de los mismos y no su valor exacto, y hoy existen procedimientos num6ricos 
fAcilmente realizables en ordenador para obtener esa inform aciOn. 


Demostracidn del tteorema 6.4 


fix) - f(xo) = i<?/(*o; A) + Rj(A) 


(6.17) 
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siempre que 0 < |A| <£. Aplicando la expresidn (6.6) 


= 1 a la forma cuadr&tica ^<Pf(zo; A) , se tcndrd para |h| ^ 0 


es una funcidn continua en A = (Ai.—.An). 

jjj| € S" _1 = (A € R"i |A| = 1} y S”' 1 es un conjunto cerrado y acota- 
do de R", con lo que, por el teorema de Weieretrass, ^iPf(ny,h) alcanza on 
S™-' un valor mlnimo m , y m > 0 ya que, por hipdtesis, ^<Pf{xo',h) > 0 
para todo A / 0 . En consecuenda 
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4.- Supongamos ahora que / tiene un mfnimo en io, o sea, que existe e > 0 
tal que /(*) > f(x o) para todo x e B e (*o)nS. Como S es abierto, podemos 
suponer que B t (x o) C S . Por (6.17) se tendrf que 

h)+/fe(h)>0 (6.22) 

para todo h tal que |h| < e. Supongamos que existe h € R" tal que 
^/(so; S) < 0 . Se trata de ver que, entonces, existen puntos de la semirrecta 
{Ah;A>0} con |AA| < e en los que 

irf l /(x # ;A*) + B J (AS)<0 

lo que supone una contradiction con (6.22). Se tiene, por ser <Pf(xo\ Ah) 
homogOnea de grado 2, 

tff(xo-,\K) + R t (\h) l <Pfiz»ih) fr(AA) _ Jfa(AR) 

psp m? - w ~ w 

con a > 0. Como antes, por (6.21), existe 6 , 0 < t £ e , tal que 

|« a (Aft)l q 

W 2 

si 0 < |h| < 4 . Tomando A > 0 suficientemente pequeno para que A |h| < 6 
se tendri 

^/(xq,AA) + R a (Ah) ; o t)) 

iSP 1 

Ha de ser, por tanto, <?/(* o;h) > 0 para todo h € R". 

Los puntos 2) y 5) del teorema se demuestran de manera an&loga a 1) y 4). 

3.- Si tPf(x o; h) es indefinida, se toman h y h’ fijos tales que <pf(x o; ft) < 0 y 
d 2 /(* oi h - ) > 0 . Procediendo como en la demostracidn de 2), se prueba que en 
cuolquxer entomo B e {x o) hay puntos x = xo + Ah en los que f(x) < f(x o) 
y puntos *0 + ph’ en los que f(x) > /(*o) , es decir, que xq es un punto de 
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Para funciones de una variable (y tambita para la 




lo/CR 


a /(*.)). /(»*)) * “ 

grifica, el segmento [Pi, A] eato situado en o por enema de dicha grifica (o 
sea, para todo x 6 [*,,*,] la ordenada /(*) del panto (*,/(*)) to menor o 

igual que la del panto de la recta Pi Pi que tienepor abcisa x ). Esossegmen- 

tos que unen pares de punlos de la grdfica de una funcidn se Daman cuerdas 
de la funcidn. 



Figura 6.7 


En el ejemplo de la figura 6.7a, todas las cuerdas estdn (excepto, natural- 
mente, los puntos extremos) por encima de la grdfica de la funcidn. Cuando 
esto ocurre se dice que la funcidn es estrictamenle conuexa. 

De modo andlogo, se dice que una funcidn f(x) es edneava en / si para 
todo par de puntos de su gr&fica, la cuerda que los une estd en o por debajo 
de dicha grdfica. La funcidn es estrictamente edneava si todas las cuerdas de 
su grdfica estdn por debajo de feta (equivalentcmcnte, / es (estrictamente) 
edneava si -/ es (estrictamente) convexa). 

Las funciones convexas (edneavas) se pueden caracterizar algebraicamente 
mediante el siguiente resultado: 

Proposici6n 6.1 La funcidn f es convexa en el intervalo I si y s6lo si 
cualesquiem que scan aq.aj € / y t € [0,1] se lie ne que 


/((! - t)x, + 1*,) < (1 - t)f(x i) + t/(a*) 


(6.23) 
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( equivalentemente 

/(<* 1*1 + <*2*j) < <*l/(*l) + <*2/(*2) 

pare 01,02 6 [0,1], Ox +02 = 1 .) Es estrictamente convexa si y solo si en 
(6.13) se tiene desigualdad estricta cuando 11 Xj y t € (0, 1). (Y aniloga- 
mente para funciones cdncavas cambiando cl signo de la desigualdad). 

Demost racidn. La demost raciOn de este resultado estO resumida visualmente 
en la figura 6.8. 



'l.a Supongamos que se cumple (6.23). Sea I € [*i,*s|. Entonces existe 
l £ (0, 1] tal que x = (1 - i)n + tx? (es el ntlmero t = ^ ,el cual, 

dado que Xi < * < *2, verifica que 0 < l < 1). La recta quo pasa por 
(*l./(*l)) y (*J./(*j) tiene por ecuaciOn 

La ordenada del pun to de esa recta que tiene por abcisa x vale 
9 = /(*l) + (/(*2> - /(*l)) = < 8e « Un 1° anterior) = 

= /(*i) + (/(xa) - /(x,»r- (1 - i)/(*i) + lf(x 2) 

La condition (6.23) express entonces que /(i) es menor o igual que la 
ordenada del punto de la cuerda que tiene tambiOn la abcisa x, es detir, 
que la funtibn es convexa segiln la definition geometries dada. 
l.b Recfprocamente, supongamos que la funciOn es convexa segiln dicha de- 
finition; se tiene que, dado t € [0, 1], el punto 

x = (1 - i)x 1 +il2 = xi + t(l2 - xi) 
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pertenece al intervalo [zi , x?]. Aplicando en el la definicidn de convexi- 
dad se tiene precisamente la desigualdad (6.23). 


Deflnicidn 6.4 Sean f : Dom f C R" — . R y K tin subconjunto convexo de 
Dean f. Se dice que / es convexa en K si cualesquiem que se an 0,6 € K 
y t € |0, 1] se tiene que 

/((l - t)o + 16) $ (1 - t)/(a) + t/(b) (6.24) 

( equivalentemente 

/(<*!<» + aj6) < O|/(o) + aj/(6) 

para ai,aj € [0,1], ai + 02 = 1 y todo par a,b € Ke). Si en (6.24) se 
tiene desigualdad estricta cuando a^b y t 6 (0, 1) se dice que J es estric- 
tamente convexa. Las definiciones de fundin afneava y estrictamente 
edneava en K se obtienen cambiando en lo anterior el signo de la desigual- 
dad. 



(1 - t)a + 16 est6 en el dominio de / siempre 
sentido /((l - t)a + 16). En R, loe conjuntos 

enundado varias propiedades de las fundones 


Proposicidn 6.2 

1. / es convexa si y silo si -f es edneava. 

2. f es convexa si y silo si cualesquiem que sean ai,...,Om e K y 
ai,...,Om € [0,1] , con m + ... + <*„, = 1, se verifica que 

/(«,«! + ... + CtaOm) < Oi/(oi) + ... + Omf(a „) 

(con desigualdad estricta para fundones estrictamente convezas y de- 
sigualdades opuestas pom la concavidad) 
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S. Si f\(x),...,f m (x) son funciones convents (resp. cdncavas) y Ai,...,A m 
son ndmeros > 0 , entonces la funcidn 

/(*) = A,/,(«) + _ + A m /m(x) 

63 convexa (resp. cdncava). 

4. Si f es convexa (resp. cdncava) en K y c € R ,ef conjunto 

K c =[xeK; f(x) < c } (resp. (i£K; f(x) > c)) 

desigualdad estricta) 

El recfproco del punto 4 ( “Si K e es convexo para lodo c € R, cnlonces f 
es convexa ”) no es cierto: considbrese la funcibn /(*) = x? en K = R. Este 
resultodo servirb para identificar conjuntos convexos utilizando los criterios 
de convexidad y concavidad de funciones que veremos enscguida. Asl, si las 
funciones yi(x),...,y m (x) son convcxas en el convexo D, el conjunto 

K = lxeD-,t j (x)<c j ,j = 1 m} = 

= {x € D\ gi(x) < ci} fl ... n {* € D; gm(x) < } 

es- convexo por ser interseccibn de conjuntos convexos. 

;,En qub se simplifies la optimizacibn para funciones convexas y ebneavas? 
Se tiene en primer lugar el siguiente resultado: 


1. Si f es convexa (resp. cdncava) en el convexo K , todo minima (resp. 
mdximo J local en K es global 

2. Si f es eslrictamente convexa (resp. cdncava) en K y a Icanza su valor 
mimmo (resp. mdximo) en un punto de K, Me es tlnico. 

Demostracibn. Sea xo un mfnimo local. Supongamos que exlste x' G K 
tal que f(x') < f(xo). Entonces 

/<(! - t)x o + tx’) < (1 - «)/(*») + tf(x’) < (1 - t)/(*o) + tf(xo) = /(xo) 

y, para t suficientemente pequeno, tendrfamos puntos x — (1 — t)xo + tx" en 
cualquier entorno de xo en los que f(x) < f(xo) , contradiciendo la definicibn 
de mfnimo local (figura 6.9). 
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En cuanto al punto 2, si la funcidn es estriclamente convexa y alcanzase 
su valor mlnimo m en K en dos puntos distintos xo e yo se tendrla para 

t e (o, l) 


/((l - t)xo + tw) < (1 - 0/(xo) + «/(vo) = m 

es decir, existirlan puntos del segmento (zo<M)| en los que / valdrfa menos 
quo m, lo que suponc una contradiction. 

BJEMPLO 8. La funcidn f(x i,®j) = if + if es estrictarnente convexa en 
R 2 . En efecto, poniendo a = (01,03), 6 = (61,63) se tiene, desarrollando y 
simplificando, 

(l-t)/(o) + «/(6)-/((l-t)o + t6) = 

- (1 - t)(o? + of) + 1(6? + 6f) - [(1 - t)o, + t6,] 2 - |(1 - O03 + t6s] 2 
- ‘(1 - <)[(«, - 6,) 2 + (03 - 6a)*] > 0 si t e (0, 1) y o * 6 . 


toA)" £? + ^ ‘iene ™ ndnimo local eMO.O) que, por lo anterior. 



Teorema 6.8 (condiciones de primer orden) Sea f diferenddble en un 
conjunto convexa K . Entonces: 
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/(*) - /(so) >df(x 0 -,x-x 0 ) = Vf(xo) ■ (s - a„) = 

= §t(xo) ■ (x, - *?) + ... + |£(xo) • (*. - z°) (6.25) 

para todoj par de pantos x,Xo G K 
2. f es estrictamente convexa si y sdlo si 



para todo par de pantos x,xp € K 


(desiguatdades Ofmestas para funciones cdacmas) 

Para funciones de una variable, el reaultado es intuitivamente obvio (figure 
6.10) y viene a significar que la grdfica de una funcidn convexa est& por encima 
de sus tangentes mientras que lade una funcidn cdncava lo estd por debajo. 



Figurm 6 10 


Demostracidn: 

1. (a) Sea / convexa en K y scan xo,s € K cualesquiera. Sean t € (0,1) 
y h = x — xq. Entouces 

/(* 0 + 0>) = /(* 0 + «(* - *o)) < «/(*0 + A) + (1 - t)f(x o) 

o, equivalentemente, 

f(xa + t h)- /(so) < t{f(xo + h)~ /(xo)) 

Restando d/(x o; th) = t df(xo; h) en ambos miembros y dividiendo 
por t 

/(»o + th) - /(sp) - df(xg; th) 


< J(xo + h) - /(so) - d/(xo; h ) 



i. mAximos y Mfrmos 


Haciendo 1 — * 0 + y teniendo en cuenta la diferendabilidad de / se 


0<f(xo + h)-f(xt)-<lf(xo-,h) 
es dedr, se verifies (6.25). 

(b) Recfprocamente, supongamos que se satisface (6.25). Sean a, 6 € K 
cu&lesquiera y pongamos xo = (1 — t)a + 16 . Se tiene: 

(1 - 1)/(«) + 1/(6) - /((l - t)a + 16) = 

= (1 - !)/(«) + 1/(6) - !/(*>) - (1 - l)/(xo) = 

= (1 - »)(/(«) - /(* o)) + *(/(6) - /(*»)) > (por (6.25)) > 

(1 - t)df{xo; a-xo)+tdf(xo-,b-xo) = 

= <tf(xo; (1 - *)(<« - *o) + 1(* - *»)) = 

-4T(*o;0)-0 


/((l -t)o + 16) < (1 - l)/(o) + 1/(6) c+d. 

2. (a) Supongamos que / es estrictamente convexa. Sean x,xo € l < . 
i / xo, y A = x - *o- Sea 16 (0,1). Como / es estrictamente 
convexa, es convexa y sc satisface (6.25). Apliquemos (6.25) con 
x 0 y xo + lA en lugar de x. Enlonces: 

<V(*o\ th) < /(xo + 1A) - /(x o) = /((l - l)xo + lx) - /(xo) < 

< (1 - l)/(xo) + l/(x) - /(xo) = t(/(xo + A) - /(xo)) 
y, dividiendo por 1, 

<tf(x o; x - xo) < /(x) - /(xo) e^-d. 

(b) El reciproco se demuestra como en el punto 1) sustituyendo el signo 
“> ” por “>”. 


De este teorema se deduce inmediatamente que para fmidones diferen- 
ciables convexas (edneavas) la condicidn necesaria V/(xo) = 0 de mfnimo 
(mdximo) es tambidn suficiente: 

Tteorema 6.9 Sea f diferenciable y convexa (resp. afneava) en un conjunto 
convexa K. Enlonces, si xo € K es un punto critico de / , / alcanza en 
xqSu minima (resp. mdximo ) global. 
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/(*) - f(xo) > V/(xo) • (x - xo) = 0 • (x - xo) = 0 
es decir, /(*) > /(*o) para todo i«K( y andlogamente para funciones 
cdncavas). 

Corolario 6.2 Si f es estrictamente convent (o eslrictamente edneava) en 
K , ticne a to mis tin panto critico en K. 

Del teorema 6.8 ae deduce tambidn una caracterizacidn muy Util de las 
funciones convexas y cdncavas de una variable ( visas la figure 6.10): 

Teorema 6.10 Sea f : I — > R , donde I es tin intervale de R . Si ex isle 
f'(x) para todo x € / se (tens: 

1. / es convexa en I <=» f es endente en /. 

2. f es estrictamente convexa en I <=» f es estrictamente endente en 

/. 

(para funciones cdncavas se cambia endente por deendente). 
Demostracidn. 

a. Supongamos que / es convexa en I y que x,y € 1 son tales que * < y . 
Entonces, por (6.25), 

/(»)-/(*)>/(*)(»-*) 

/(*) - /(p) > /(»)(* - v) » f(v) - /(*) < /(»)(» - *) 

nx)(y-x)<f(y)(y-x) 

y, en consecuencia, por ser (p - x) > 0, 

n*)<r<v) (6 27) 

(Si / es estrictamente convexa result. f(x) < /(p) ) 

b. Recfprocamente, supongamos que f es creriente en I, o sea, que se 
verifies (6.27) siempre que x < y. Sean xo,x € I , xo < x. Por el 
teorema del valor medio, existc { € (xo, z) tal que 

f(x)-f(x 0 ) = m(x-x 0 ) 
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Como / es credente en /, f(() > f(x o) , y, por tanto, 

/(*)- H*>) >/*(*»)(* -xo) 

es dear, se tiene (6.25) si *o < x ; para xg > * ae precede de manera 
analogs; Y si f es estrietamente creciente se obtiene (6.26). 

Para funciones de clase ( ' se tiene un criterio para establecer la convexidad 
o concavidad de una fundOn que es el que realmente se utilize en la practice: 

Teorema 6.11 (condiciones de segundo orden) Sea f de clase C 2 en un 
conjunto akierto y concern K C R". Entonces: 

1. / es concern en K e=s d 2 f(x; A) es semidefinida positiva para lodo 
xeK. 

8. Si (Pf(x‘ t h) es definida posiva para todo x 6 K => f es estrietamente 
concern en K. 

S. J es afneava en K <=> <Pf(x\ A) es semidefinida negativa para todo 

xeK. 

4. Si d?f(xi h) es definida negativa para todo x € K => f es estricta- 
mente edneava en K. 

Demostracidn. Puesto que / 6 C*(K) y K es convexo, se tienen para todo 
par de puntos xg,x € K , h = x - xg. las formulas de Taylor 

/(*) - /(*>) - 4T(xo; h) + i *f(xg + 0A; h) (6.28) 

/(*) - /(*») = df(xo\h) + ~tff(xg-,h) + Ra(h) (6.29) 

Si <Pf(y,h) 2 0 (resp. > 0) para todo y e K, se tiene, tomando 
y = ar 0 + 0A en (6.28), 

f(x) - /( xo) - df(x 0 ; * - *o) > 0 (resp. > 0) 

es decir, / es convexa (resp. estrietamente convexa) por el teorema 6.8. 

Supongamos ahora que / es convexa. Hay que ver que iff(x; A) > 0 para 
todo x € K y todo A € R". Supongamos que no es asl, o sea, que existen 
xo€K y Ao € R”, A # 0, tales que 


-^/(xoiAo) 


(6.30) 
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Como en los criterios de nlinimos y maximos locales, de (6.30) se tendrfa, 

por (6.29), 

/(®o + th)~ f(xo) -4f(xo-,th) <0 

para t suficientemente pequeno, lo que implies, por el teorema 6.8, que / no 
serfs convexa, contradiciendo la hipdtesis. Las afirmaciones relativas a fun- 
ciones edneavas se derivan de las antcriorcs aplicadas a - / . (Que los argumcn- 
tos scan los mismos que los utilizados para caracterizar mfnimos y mdximos 
locales no es de extranar: tener un minimo local en xo quiere decir que la 
funcidn es convexa en un e-entomo de xo, y lo andlogo para un mdxirao. Las 
condiciones 2) y 4) son suficientes pero no necesarias; considdrese, por ejemplo, 
en una dimension, /(*) = X*.) 

Un problems de optimization 

opt/(x) 

se dird que es convexo si el conjunto K donde se plantea es convexo y la 
funcidn /(x) es convexa si se trata de un problems de minimizacidn y edneava 
si lo es de maximizacidn. Hemos visto que, segdn habfamos adelantado, en un 
problems convexo todo dptimo local es de hecho global y que las condiciones 
necesarias de primer orden son tambidn suficientes (hay que matizar que csto 
dltimo no signitica, en la pr&tica, que no haya que recurrir a las derivadas 
segundas pues lo normal es que la concavidad/convexidad de la funcidn se 
establezca mediante las condiciones de segundo orden del teorema 6.11). 

EJEMPLO 9. En el ejemplo 6 vimos que la funcidn 

/(*.#) = + 3xy 2 — 3X 2 - 3y 2 + 4 


ft(0,0),ft(2,0), ft(l,l), ft(l,-l) 


y que ft(0,0) es un mdximo local, ft (2, 0) un mfnimo local y ft(l,l) y 
ft(l, —1) puntos de silla. Nos planteamos hacer un estudio de la concavi- 
dad/convexidad de /(x, y) para intentar aplicarlo, junto con lo obtenido allf, 
a la deteccidn de conjuntos DCS. 1 en los que se pueda afirmar la existencia 
de dptimos globales de /. 

La matrix hessiana de /(x, y) es 


D f(x ' v) ~\r„(x,y) r„(*,v) J l 
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isideramos en su lugar el cuadrado de ese error: (mx, + 4 - y,) 2 ; la suma 
los cuadrados de los errores para n datos observados es 

E = ^{mx i +b-y i ) 1 

itidad que, dados (Zf.yi), nos proponemos minimizar como funcidn (cuadrS- 
a) de las variables m y 6. 



^ - ^(mxj+b-yi)* 
= 532 (m*i + 6-y() 


Reordenando Mnninas, resulta que los puntos crfticos de E son las solu- 

I m x> + .„=i> 

l .=1 fa 1 
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cantidad que es > 0, por la desigualdad de Cauchy (apartado 1.4) aplicada a 
losvectores x = (x \ y (1,...,1): 


•-.*») . (1. 1)>I = £ M 5 H 1 



(por la hipdtesis anterior); es decir, HE(m,b) — que no depende de m,6 — 
es detinida positive y, por tanto, E(m,b) es estrictamente convexa en to- 
do R 2 , Se trata, pues, de un problema convexo y el Unico punto crttico 
proporciona un mfnimo global (estricto) de la funcidn E. La corres- 
pondiente recta y =mi+6 que mejor se ajusta a los datos obtenidos (i;,J/i) 
se llama recta de regresidn y su interns esti en que podr4 utilizarse para 
predecir valores de y correspondientes a valores de x que no han sido utiliza- 
dos o evaluados en el experimento. 


6.2 Restricciones de igualdad 

Con frecuenda, loe problemas de optimizacidn se plantean como una toma 
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maximiMT {**»} 
sujetu a la restriction o ligadura 


Este es un ejemplo tfpico de problema dc optimization con una res- 
triction do igualdad. Para funciones de doe variables, simbolizamos este 
tipo de problemas por 


opt/(*,v), M«S 

s(*.y) = o 


(6.31) 


(leemoe: optimizar — maximizar o minimizar, scgiln de lo que se trate— la 
funciOn f(z, y) en S sujeta a la restriction de igualdad g(z,y) = 0). 

La restriction tiene el efecto de reducir el dominio (y, por tanto, tamb 
el recorrido) de la funciOn objetivo /(*, y) (o sea, la funciOn que se tr 
de optimizar): se reducen lo grados de libertad del problema. El conjui 


B = {(*.») € S ; g(x,y) = 0} 


S I 2 
-r - s 
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y. A1 anadir la restricddn sdlo cuentan los valores de (x,y) que la satisfacen, 
o sea, los puntos de la curva z 2 + 4xy — a que estSn en el primer cuadrante 
(Fig. 6.13) y los valores de V(x,y) = x*y que entran en juego para la deter- 
minacidn del m&ximo de ellos serin los que corresponden a puntos (x,y) que 
estdn en esa curva con 0 < * < yja. 



■h 

Figure 6.13 


En general, para un problems de la forma 

max /(*,»), (*,»)€ S 

»-»- 9(*.») = 0 

se tendri graficainente la situacidn que ilustra la figure 6.14: el miximo res- 
tringido seri menor que el miximo libro. sin restricdonee (y lo contrario pare 
mfnimos). 



Figure 6.14 

Una primera via de ataque para abordar el problems (6.31) serfs utilizar 
la restriccidn g(x,y) = 0 para “despejar” una de las variables en funcidn de 
la otra: y = , por ejemplo, y sustituirla en la funcidn objetivo: 

/(*.») = /(*.¥>(*)) = #*) 
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quedando entonces un problema de optimization en una variable (habfa dos 
grados de libertad y la Hgadura entre x e y los reduce en una unidad ). 
Resolvamos de este mode el ejemplo anterior 

max {x^y} , (x,p) € {(x,p) € R 2 ; x > 0 , p > 0} 

8. a. x 2 + 4x» - a = 0 

De x 2 + 4xy -o = 0 k obtiene 

(6.32) 

con x € (0, y/a) pues ha de ser x > 0, 9 > 0 ; sustituyendo en f(x,y) = x*y 

m = = (6-33) 

funcidn que hay que maximizar en el intervalo (0, y/a). Se tiene 
^(xJ-Jto-Sx 2 ) 

Su ilnico cero en (0, y/a) e* x* = y/afz. Como ^"(x) = -if < 0 para 
todo x € (0, y/a), $(z) es estrictamente edneava en (0, y/a) y, por tanto, 
tiene en x‘ = y/a/3 un mdximo global. Esto signifies que f(x,y) = x 2 y 
alcanza en (x*,9*) = (x’,ip(x')) = ( y/a/3, (1/2) y/a/3) su mdximo global 
en S = {(x,y) 6 R 2 ; x > 0, 9 > 0} restringido (o condlcionado) por la 
ecuacidn x 2 + 4xp = o , que vale 

/(* •» ) “ 3 ' 5^/5 ” 6 ^5 

Este mdtodo de utilizar la restriccidn para rebajar la dimensidn del pro- 
blema puede resultar (ltil en casoe simples como fete, pero, si bien la ecuacidn 
y{z, y) a= 0 define una variable como funcidn de la otra bajo hipdtesis muy 
generales, como sabemos, puede ocurrir que tal funcidn sea muy engorrosa 
de manejar o, simplemente, imposible de obtener explfcitamente, como, por 
ejemplo, para la restrieddn 

x-lnx + p- 21np-2 = 0 

Y la complicacidn aumentarfa al intentar resolver por este camino proble- 
mas en varias variables y con varias restricciones. 

Hay un mdtodo altemativo, el mdtodo de los multiplicadores de La- 
grange, que, generalmente, lleva a cdlculos mds sencillos y que ademds pro- 
porciona en ciertas aplicadones (como veremos mds adelante) infbrmacidn 



abierto y que / y g son de clase C 1 en S. Supongamos que se alcansa ui 
dptimo (radximo o in(nimo) en (x',y') 68 = {(x,y) 6 S; g(x,y) =0}. Si 


*£(*•) = 

*= S(**.V*) 


Por otro lado, si, como se supone, la fu 


tiene un dptimo en x\ habrd de ser (condicidn neeesaria de primer orden) 


n m St + Uid =0 

1 dx^dydx l^, 


La ecuacidn (6.37) junto con la ecuaddn g(x,y) = 0 pod nan. en principio, 
rcsolverse en las variables x,y para dar puntos (x'.y'j candidates (condicidn 
neeesaria) a proporcionar solucioncs del problems (6.31) (obsdrvese que (6.37) 
es una condicidn que ha de satisfacer todo mdximo o mfnimo local de / en 
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Entouces, en el dptimo (x',y') ha de verificarse 


l 9(*.») = 0 

to valor A* de A. Equivalentemente 

f V/(x*,v*)-VV 9 (x-, V ') 

1 9 (**.»•) = 0 


(6.40) 


La condicidn necesaria (6.40) tiene un significado geom&trico muy claro: en 
un dptimo de / restringido por g(x, y) = 0, la curva de nivel 
f(x,y) = f (x",y‘) quc pasa por 61 (si esU definida) es tangento a la curva 
g(x,y) = 0. (Figura 6.15; recudrdese que el gradient* de una funcidn es per- 
pendicular a sus curvas de nivel). 







&W? y g(».y) = o ^cor ^toaJv ei^dm'ente (fipira 

de la funcidn objetivo /(i,y) , sobrepasarfamos el punto (**,y*) y obten- 
drfamos puntos de dicha curva (el conjunto factible) en los que la funcidn / 
valdrfa mds que en (*‘,y*), lo que va contra la hipdtesis de que en (i*,y*) 
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la funddn auxiliar de (res variables 

£(*,», A) = /(*.») (6.41) 

L(x,y, A) se denomina funcidn lagrangiana (o, simplemcntc, lagrangia- 
no) del problems. La variable auxiliar A es cl multiplicador de Lagrange 
asociado a la restriction g{x,y) = 0. ObsOrvcse que L = f en los puntos del 
conjunto factible, o sea, los que satisfacen g(x,y) = 0. 

Las condiciones (6.39) se pueden escribir en la forma 

l< W> - %**■*> - *£<*•■»■■»•) ’ 0 

j£(*W> = g(x-, V, V) - A-|(x-,y,A-) = 0 (6.42) 

^(x-,y,A*) = - 9 (x*,y)-o 

que muestra que (x’,y”,A‘) ha de ser un punto crftico del lagrangiano del 
problema. Se sigue entonces el siguiente esquema de trabajo para intentar 
resolver el problema (6.31): 

1. Se forma el lagrangiano del problema 


L(x,y,\) = f(x,y) - \g{x,y) 
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I *£-V-\%-n 

By By By ~ 

[ fj 


Sub soluciones (x*,y*, A') — Uamadas pontes cstecionarios— proporcio- 
nan, qued&ndose con las dos primeras coordenadas (z*,y a ), puntos de 
B candidates a soluciones (dptimos) del problems (6.31). 



EJEMPLO 10. (Compdrese con el cjemplo 2) 


El lagrangiano es 

i(*,W,A) = iy-A(* J + y J -l) 

Los puntos crfticos del lagrangiano son las soluciones del sii 

S-.-IA,-. 
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De las dos primeras eeuadones se deduce x 2 = y 2 (ha de ser A # 0, pues, 
si no, serfa x = y = 0, que no satisface la tercera, y asimismo x ^ 0, y # 0). 
Sustituyendo en la tercera se obtienen cuatro puntos crlticos del lagrangiano: 


M v? 
\ 2 ’ 2 


(441)' 


M 

^ 2 ’ 2 ’ 2) 


que proporcionan cuatro candidates a solucidn: 



El coujunto factible es la circunfercnda x 2 + y 2 = 1, que es un coqjunto 
cerrado y acotado. Por tan to, hay solucidn del problems por el teorema de 
Weieratrass. Vemosquc 


/(A) -1; /(B) - -\-,J(C) = 5; /(D) - ~ 

con lo que el m&ximo se alcanza en A y C y el mfnimo en B y D (figura 
6.4). 


EJEMPLO 11. (sobre la condicidn de regularidad) 

f min^ + y 2 }. (x,y) € R 2 
\ sa (* + l) s + y J = 0 


El lagrangiano es 

t(*,y, A) - x 1 + y 2 - A|(x + 1) 2 + y 2 ] 


(6.44) 


g = 2x - 3A(x + 1) 2 = 0 

g = 2y-2Ay = 0 (6.45) 

dy 

§ - q(.+D-+Pi-» 

Factorizando en la segunda ecuacidn: 2y(l - A) = 0; con y = 0, se obtiene en 
la tercera ecuacidn x = —1, pero estos valores no satisfacen la primera; por su 
parte, sustituyendo A = 1 en la primera ecuacidn resulta 3x* + 4x + 3 = 0, 
cuyas ralces son complejas. Asf pues, el sistema (6.45) en las variables (x, y. A) 
no tiene soluciones, con lo que, aparentemente, no hay candidatos a solucidn 



318 


CAPtTULO 6. OPTMIZACldN 


del problema de minimization propuesto. Sin embargo, es fdcil ver grOfica- 
mente que el problema (6.44) tiene solution (Kg. 6.17): (-1,0), el punto mSs 
proximo al origen de la curva (* + l) s + y 2 = 0. La explication es que en 61 
no se satisface la condition de regularidad 



que tomObamos como hipOtesis (con objeto de aplicar el teorema de la funciOn 
implfcita) para oblener la amdictdn necesaria (6.40). Hay, por tanto, que 
estudiar aparte los puntos en que no ae cumple esa hipOtesis de regularidad y 
tenerlos en cuenta como posibles soluciones del problema de optimization. 





EJEMPLO 12. (Optimos locales y globales) 

opt l^ + ^ + Ux}, (z,y) € R 2 
s.a. z+y = 0 

El lagrangiano es 

i(z,y,A) = 2z 3 +9y 2 + 12z-A(z+y) 
y su sistema de puntos crfticos 

6Z 2 + 12 - A = 0 
18y — A = 0 
z+y = 0 


(-1,1,18) y (-2,2,36) 
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y, por tanto, dos candidatos a soluddn del problema (6.46): (—1,1) y (—2, 2) 
(en este caso, la condiddn de regularidad se satisface en todo punto del con- 
junto factible B). Se tiene /(— 1, 1) = -5 y /(- 2,2) = -4, con lo que, 
aparentemente, (-1,1) propordona el mfnimo y (-2,2) dmfctimo. Pero, en 
realidad, no hay solucufn del problema: utilizando la restricddn para sustituir 
y = -x en J(x,y) se tiene /(*, -x) = 2s 3 + 9** + 12® y vemos que 
Jto /(*,-*) = co y Jjm, /(*,-*) co 

Estudiando «x) = 2a 3 + 9X 2 + 12*, iER.se observa que x, = -1 y 
*2 = -2 son sus puntos crfticos y que 0*(-l) = 6 > 0 y tf"(-2) = -6 < 0, 
lo que signifies que (-1,1) es un mfnimo local y (-2,2) un miximo local de 
/(*, y) = 2X 3 -f 9y 2 + 12* sujeta a la restricddn x + y = 0 (como senalamos, 
la condiddn necesaria (6.40) ha de ser satisfecha por todo dptimo local en el 
que se verifique la condiddn de regularidad (6.34)). (EJBRCICIO: En relacidn a 
las cueetiones planteadas en este ejemplo, en particular la aparienda de que el 
menor valor de / propordona el mfnimo y el mayor valor el mdximo, analissar 

f opt {«&* + 1)}, (*,»)€ R 2 

\ s.a. X s - 1=0 


EJEMPLO 13. (dptimo en la frontera de S) 

max (3x + 2y) , (*,p) €S= {(*,y) e R 2 ; x > 0,y > 0} 
a. a. xy + x + y = 5 

Lagrangiano: 

L(x,y, A) = 3x + 2y- A(xy + x+y-5) 
Puntos crfticos del lagrangiano: 

3-A(y + l) = 0 
2 — A(x+1) = 0 

3(*+l) = 2(y + l) 

Sustituyendo en la tercera results 


(* + l) 2 = . 




funcidn continua /( x,y) = 3x + 2y alcanza en Si su valor mSximo y su valor 
rnfnimo. Considerando las curvas (rectas) de nivel de f(x,y) = 3® + 2p se 
ve fAcilmente (Bgura 6.18) qua / alcanza en (1,2) su valor mtmmo en B 
micntras que el mAximo lo alcanza en (5,0) (y vale /( 5,0) = 15), punto que 
estA en la frontera de 5 y no tenia por que aparecer entre los puntos erfticos 
del lagrangiano. 





El problema general dc optimizacidn con restricciones de igualdad es 
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y una restriccidn que hemes considerado hasta aquf hubi6semos anadido otra 
restriccidn que cortase a la primera en uno o varios puntos (Fig. 6.19), el efecto 
conjunto de ambas serfa reducit a esos puntos el conjuuto donde optimizer y 
la determinacidn del valor dptimo serfa un problems algebraico mis o menos 
complicado (dependiendo de la dificultad en resolver el sistema de ecuacioncs 

9i(*.») = 0 
= 0 

que puede no tener soluciones) pero no un genuino problems de optimizacidn 
con restricciones de igualdad. 



en la 1 
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Teorema 6.12 (Lagrange) Sean /, 91,.. .,9m, rn < n.Junciones de close 
C' en an subconjunto abierto SC R" con valores en R. Supongamos que 
X “ = (ar * , x* ) es an dptimo local de f en el conjunto 
B = {(z, € S; z.) = 0, j = 

y supongamos tambiin que los vectores Vg,(x’), ...,Vg m (x’) son linealmente 
independientes. Entonces existed conslantes AJ,...,AJ), tales que 

V/(x*) = AIVj h(z-) + ... + A^ViM*') (6.49) 

La condicidn de regularidad en el caso general es la independencia 
lineal de los vectores V91 (x - ), .... Vgm(x’) (que nos permitird, como en el caso 
simple anterior, aplicar el teorema de la funci6n implfcita en su fbrmulacidn 
general). Hay otras condiciones de regularidad algo menos exigentes en las 
que no entraremos aqub 

Para utilizar este teorema en la prdctica se siguen los mismos pasos que 


1. Se forma el lagrangiano del problems: 


L(z,A) = f(xi,...,Xn) - Aigi(Z| Xn) - ... - A m j m (zi,...,z n ) 

(A = (Ai, ....Am); Xj es el multiplicador de Lagrange asociado a la 
restriccidn g,(x) = 0). 


2. Se resuelve el sistema de puntos crfticos dd lagrangiano 
8L_df "£9, 

wr writer 0 

xM=0 

»x- Hr- fr-. ’Bx- 


dL 

ax, 


-Si(z) = 0 


(6.50) 


Sus soluciones propordonan, queddndose con las n primeras coorde- 
nadas: x‘ = (zj,...,x’|, candidatos a soluciones del problema (6.48). 

3. Se procede como en el punto 3 anterior, con las observaciones allf efec- 
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Problema 
El problem 


osea, el problema deminim, zar /(x) en B = (x eS; ®(x) = 0}, es cc 




, sc tendri, bajo esas hipdtesis, que 

/(*+h)-/(*)>V/(x)h 


V»(*)fc«0 

En efecto, ponicndo u = ft/ |ft| se tiene 
V 9j (x)-fc = |fc|(V 9j (x)-u)-|h|D^(x) = |h|l 


(6.53) 

9i (x + au)- 9i (x) 


Pero si x, x + ft € B, entonces x + th = (1 - t)x + t(x + ft) € B para todo 
I e [0, 1), por ser B convexo. En consecuencia, g,(x + th) = g t (x) = 0 , por 
la definition de B, y ese Unite vale ccro. Si suponemos que (x*, A*) es una 
solution del sistema (6.50), o sea, tal que g,{x') = 0, j = 1, ...,m, y 

V/(x‘) = AJVp.fx*) + ... + K,Vg m (x-) 

para unos tiertos AJ, ..., AJ, , entonces, siendo A e R" tal que x" + ft € B, se 
tendrd por (6.52) y (6.53) 

/(x* + ft) -/(!•) > v/(x‘) • ft = 

= a; (Vyifx') - ft) + ... + A^ (V^fx-) . ft) = 0 


/(*•+ ft) >/(*•) 
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paratodo he R" talque x’+he B, lo que quiere dedr que x" esun mlnimo 
global de / sobre B. Vemos, pues, que si el pwblema (6.51) es convex o, la 
condictdn necesaria de optimalidad local es condiddn necesaria y suficiente de 
optimalidad global 

Un caso interesante en el que el conjunto B es convexo es aqudl en que 
las {uncioiies g,(x) que definen las restricdones son lineales (j,por qu6?). Es 
fddl ver que si / es estrictamente convexa en B, entonoes el mlnimo global 

serd convexo si / es cdncava en B, en cuyo caso los mdximos serdn globales 
(compldtense los detalles). 

EJEMPLO 14. Se pide descomponer el ntlmero 9 en sums de tree sumandos de 
manera que la suma de los cuadrados de dslos sea minima. El problems es 
f min {** + »» + *’} 

\ s.a. x+y + z = 9 

Lagrangiano: 

Hx, y , i, A) = i* + y* + s* - A(i + y + x - 9) 

Puntos crfticos del lagrangiano: 



( g = -(*+y + *-9) = 0 

La llnica soluddn es (3, 3, 3, 6), que proportions (3,3,3) como candidato 
a solucidn. Y es la solucidn efectiva por tratarse de un problema convexo 
(comprudbense los detalles). 

Condiciones suflcientes de optimalidad 

Se pueden establecer para los dptimos con restricdones de igualdad unas condi- 
ciones de segundo orden que permiten discriminar entre mdximos y mlnimos 
andlogas a las que hemos visto en el apartado 6.1 para los problemas sin res- 


© 1TES - P»mnmfo 
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. funcidn de dos variables sujeta a 


f opt /(x,y), (*,y)€S 
\ s.a. g(x,y) = 0 

Suponemosque / y g sonde clase C?(S) yretomamoslosargumentoscon 
que introductamoe el mdtodo de los multiplicadores de Lagrange: se supone 
que / alcanza un dptimo en (x - ,y‘) e B = {(x,y) € S; g(x,y) =0} y que 
y'(x*,y - ) ^ 0. Enlonces g(x, y) = 0 define implfcitaniente una Unica funcidn 
y = tp(x) eon y* = v’(x') en un entomo de x - y la funcidn de una variable 


x«— «(x) = /(x,vKx)) 

tiene un dptimo en x*. En 61 ha de verificarse 

+ °f*£ I 

dx " Ox flydxl,,.^) 


(6.54) 


9t(x*,y*) 


(6.55) 


Para claaificar x* eomo punto crltico de d(x) — lo que equivale a clasificar 
(x*,y*) como dptimo de / sujeta a la restricddn g(x,y) = 0 — calculamos la 
derivada scgunda tf"(x) : 

r„tf? + ry (e.se) 

Obtenemos a partir de (6.55): 

r (s',)’ 

= (utilizando (6.55) = (6.57) 

*(«i) J -2^i4si+s&a6) J 

«>* 

Sustituyendo (6.55) y (6.57) en (6.56) results: 

v+ry= 

+(*-!*)«>■) 
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A1 evaluar en x*, recordemos que 

.. f.(x-.y-) 

sU*",*) 

es el raultiplicador de Lagrange asodado a (x',y*) que se habrS obtenido al 
resolver el sistema de puntes crfticos de la fundbn lagrangiana 

Hx,y,A) = /(x,y) - Xg(x,y) 

Entonces 

" (s^x-.y*)) 1 + *£»(*»)*) l(r- .,•,*•) = 

! | 0 si 9^ | 

‘ t 

El determinante 

I 0 91 4 1 

|*|- U *£ 

I S'. % I 

se llama hessiano orlado (ae orla el hessiano de L respecto a (x,y) con las 
derivadas primeras de la fundbn que define la restriccibn) y, como vemos, 
su signo en (x*,y*,A*) es opucsto al de <tf'(x'). Results asl cl el siguiente 


Teorema 6.13 Sean f y g funciones de close C 1 en un abierto S de R 2 
con valores en R. Supongamos que (x",y’,\'),con Vff(x',y‘) jt (0,0), es un 
punto ctiUco del lagrangiano L(x,y, X) = /(x,y) - \g(x,y) (lo que equimle a 
dear que g(x',y') = 0 y V/(x*,y‘) = X'Vg{x",y")). Entonces: 

(i) Si |#(x*,y , ,A')| < 0, (x‘,y') es un minima local (estricto) de f 
restringida a B = {(x,y) € S ; g{x,y) = 0} . 

(ii) Si |fi'(x*,y*,A , )| > 0, (x‘,y*) es un mdnmo local (estricto) de f 
restringida a B = {(x,y) € S; y(x,y) = 0} . 

(iii) Si |/f(x*,y , ,A")| = 0, el criteria no decide y (x*,y*) puede se r un 
mdzimo, un minimo o ninguna de las dos cosas. 


(6.59) 


(6.60) 
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Veamos como se aplica el criterio al problema del ejemplo 10. 


!*(*.*, A)|- 


0 

2x 


2y 

-2A 


i)(y/2/2, -v/ 5/2, 1/2) = 8 > 0 , fl (- V 5/2, y/2/2, -1/2) = -8 < 0 

R(-J2/ 2, ->/5/2, 1/2) = 8 > 0 , fl(y/5/2, — v/5/2, -1/2) = -8 < 0 

y confirmamos que ( >/2/2, i/5/2) y (->/5/2, —s/2/2) son mdximos y 
(-/2/2.V2/2) y (t/2/2, -V2/2) mlnimos. (No ha de cacrsc en el error 
de intentar clasificar loe dptimos con restricciones mediante el hessiano de la 
funcidn objetivo /; como se ve en esle ejemplo, los dptimos con restricciones 
no tienen por que ser puntos crlticos de / y no tendrfa ningiln sentido intentar 
analizar el signo de A/ en un entorno de (x',y') — en el que, adenitis, sdlo 
hay que tener en cuenta loe puntos que satisfacen la restriccidn — mediante el 
bloque de tdrminos de segundo orden del desarrollo de Taylor pues no tienen 
por que anularse los de primer orden.) 

En el caso de una funcidn de n variables sujeta a una restriccidn 

f opt /(*i,..., *,), (*i, ...,*») € S 
\ s-a- 9(*i,...,*») = 0 


se procederia de manera antiloga: si / alcanza un dptimo en un punto 
*• € B = {x € S; g{x) = 0} y se supone, por ejemplo, que (£.(**) ^ 0, en- 
tonces g(x) = 0 define implfcitamente una dnica funcidn x„ = <p(xi, ...,x„-i) 
en un entorno de (zj,...,zj_,) y la funcidn de n - 1 variables 

(*{,.. .,a£_i) — ’ *i x i <-i) = /(*t.-.*i-i.*K*i.-.<-i)) 

tiene un dptimo local —sin restricciones— en Para clasificarlo 

— lo que equivale a clasificar x’ como dptimo de / sujeta a la restriccidn 
g(x) = 0- recurrimos al desarrollo de Taylor de segundo orden de 0 en un 

hemos establecido en'd* apart ado anterior. Al hacer los cdlculos -obteniendo 

por derivacidn implfcita las derivadas segundas de 0- se comprueba que la 
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tfrminos del hessiano oriado 


9m Lmm Lmm 
9x. Iw i L mm 


9m 

L*,m 

Lx*** 


evaluado en (x*,A*), dondc A* es el multiplicador de Lagrange aaoclado 
a x" que results al resolver el sistema de puntos crfticos del lagrangiano 
L(x, A) = /(*) - Ap(x). Se consideran los sucesivos menores principales do- 
minantes a partir del orden 3: 


• 1*1 = 


9x, L nil Lx,m Lxn 
9m Lmxi Lmm ^m‘ 
9m ,J *XXI l*xm L mx 


siendo el tlltimo |ft,| = |#| (los subindices se refieren al orden del menor 
principal del hessiano respecto a xi,...,Zn delafuncidn L(x,A) queseorlacon 
las correspondientes derived as primeras de la funcidn que define la restriccidn). 


ie entonces el siguiente criterio: 


(1) Si |fl 2 | < 0, |&| < < 0, x= e 

/ restringida a B = {x € S ; g(x) = 0} . 


un mlnimo local (estricto) de 
dedr, |i/ 2 | es positivo y los 


(11) Si |# 2 | > 0, |W 3 | 
siguientes menores 
local (estricto) de / restringida a B = (x € S ; g(x) = 0} . 


EJEMPLO 16. Se trata de determiner entre todos los paraleleplpedos de su- 
perficie dada a el que tienc volumes mAximo (por ejemplo: icdmo ha de 
construirse una caja rectangular cerrada con una cantidad de material dada 
para conseguir que su volumen sea miiximo?). El problems es 

f max(xj/r} , (x.y.x) eB*++ = ((x,y,z) 6 R 3 ; x > 0,y > 0,z > 0} 

\ s.a. 2xy + 2yz + 2zx = a 

Lagrangiano: 


L(x,y,z, A) = xyz — A(2xy + 2 yz + 2zx - a) 
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sistema que, por ser 



0 = 0 
0 = o 


g- = *j,-2A(* + |f)=0 


[ 2xy + 2yz + 2zx = a 
x,y,z distintas de cero, es equivalent a 


1 x yz - 2 X(xy + xz) = 0 
xyz-2X(xy + yz) = 0 
xyz-2X(xz + yz) = 0 
2 xy + 2 yz + 2 zx = a 

Sumando las ties primeras y utilizando la cuarta results 3x 
implies A 0 y, sustituyendo en aqutilas, x = y = z; an 
6x 2 = a y x = y = z = s/a/6. Asf, pues, dc haber solucidn ha de 
arista y/ajl. Clasifiqucmos este dnico punto 

(x',y‘,z') = ( v /S76, > /576, v /S 76), al que corresponde A" : 

hessiano orlado es 

I 0 2 (y + z) 2 (* + s) 2(* + y) I 

|fl| _ 2(y + s) 0 *-2A y -2\ 

2(* + 0 *-2A 0 x — 2A 

| 2(*+y) y-2X x-2X 0 | 

Evaludndolo en (y/ajfi, y/ajs, -Ja/ 6, £y/6a): 


0 iy/ajl 4^0/6 4y/ajft 

0 Jv^TS 

11 4^/576 ix/STe 0 iv/^76 

4v/576 Jv/S76 0 


0 \y/a]l \y/aj6 . 

|ft|= 4VW6 0 =-n/6(v^) S 

4v^/6 0 



estacionario 
• JvV6- El 
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I 0 4yfi/6 4y/aj6 4y/a/6 I 

| o„ | _ 4^76 0 j^a/6 yy/a/6 _ >1 , n 

1*1-4^76 1^576 o 

Uv^/e \yfi/6 Wtf6 o | 

lucgo se trata de un maximo. El resultado es coherent* con la natural eza 
geomdtrica del problema: vemos que no hay un paraleleplpedo de volumen 
mi nimo p ara un a su perficie dada; pero, en rigor, sdlo hemos probado que 
(VS76, y/a/6, y/a/6) es un mfbdmo local, si bien es claro que no poderaos 
construir con una superficie dada finite un paraleleplpedo de volumen arbitra- 
riamente grande y que, en consccuencia, {y/a/6, y/a/6, y/a/6) proporciona el 
rndximo global f {y/a/6, Ja/6, y/a/6) = (y/a/6) . Para justificarlo anallti- 
camente con todo rigor, podemos argumentar como ague: despejando z en 
la restriccidn 

2 (y + z) 

y 8 ustltuyendo en /(x,y,z) = xyz se obtienc la funcidn 

ss 

<t> estA definida en el primer cuadrante abierto del piano, si bien en nuestro 
problema interesa su restriccidn a los puntos que cstta por debajo de la rama 
de la hipdrbola xy = o/2,pues ha de ser z > 0. Por otra parte (con la idea 
de “controlar" loe valores de $> para valores o muy pequenos o muy grandee 
de z e y) se tiene que para los puntos (z,y) tales que 

M donde M = fmMx “ (yfi/ef 

o sea, que estdn en y por debajo de la rama de la hipdrbola y = j— ( 7 , se 

es decir, en ellos, <p vale menos que en (x*,y") = {y/a/6, y/a/6), punto que 


{(x,y)eR 2 t+ ;*y<-*/ 2 ( 
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CAP1TULO 6. OPTIMIZACldN 


I*.IH»I) 

la siguiente condicibn suficiente de segundo orden para loe puntos estaciona- 
rios x' que hayamos obtenido al resolver el sistema de puntos crfticos del 
lagrangiano: 

(1) Si todos los menores |W m+ i| , |W mf2 | , .... |H„| tienen el miamo sig- 
no que (— l) m t 2* es un mfnimo local (estricto) de / restringida a 
B = {(2|,...,2») € S;®( zi,...,xa) = 0,j = 

(ii) Si el signo de IAn+i| es el de (-l) m+1 y los sucesivos menores 
|# m+ 2| , .... |//„| van alternando de signo, 2* es un mSximo local 
(estricto) de la funcidn / restringida a 
B - {(2i,...,2.) € 5 ;jj(2i, ...,2») = 0 , j = 1, 


para detemiinarla, comparair los valores de la funcibn objetivo / en los puntos 
que satisfacen las condidones de primer orden; las condidones de segundo 


determinadas circunstancias, como en el ejcmplo anterior del paralelepipedo 

En la resoludbn de problemas de optimizacibn con restricdones de igualdad 
mediante el mbtodo de los multiplicadores de ! 

obtencibn 
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( opt /(*,»), (x,y) € S 
\ s.8. g(x,y) = c 


(x’(c),y’(c),y(cj),y, a travfe de aqudllas, lo mismo ocurrird para cl valor 
dptimo de la funcidn objetivo: f(c) = /((*•(<:), p*(c))). Pues bien, bajo 
condicioncs muy generates, se tiene el siguienle resultado: 


Su significado es que el multiplicador de Lagrange mide la sensibiliiad del 
valor dptimo de / frentc a variaciones on el nivel c de la restricddn. Si 
recordamos la aproximacidn 


vemos que, en un determinado nivel c, A*(c) represents — aproximadamente— 
el incremento que experimenta el valor dptimo de / cuando el nivel de la 
restricddn pasa de valer c a valer c + 1. Como ilustraddn, resolvamos por el 
mdtodo de Lagrange el ejemplo dtado: 

max {r'v) . (*,») e {(*.») € R*; x > 0, y > 0} 
s.a. x 2 + Axy - a = 0 


L(x,y, \) = i?y- A(z* + 4xy-a) 
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Puntos criticos del lagrangiano: 

( ^ = 2 *S'- A (2* + 4») = 0 


Teniendo en cuenta que ha de ser x > 0,y > 0, resulta la ilnica solution 
(x - (a),y*(a)) =jJafZ, ( 1/2) y/ajS) (que ya conoclamos) con raultiplicador 
A*(o) = (l/4)vW3. El valor en ella de / es 

1 -ii/l'li/i 

que, por los argumentos ya vistos, es efectivamente el valor miiximo de / 
requerido. Vemos que efectivamente 

Si, por ejemplo, se dispone de 12 m* de plancha de acero, el depdsito que 
se puede construir tcndrd un volumen de /*(12) = 4 m 3 . Si se dispusiese de 
I'm* mis de chapa, el volumen del depdsito aumcntarfa aproximadamente en 
A'(12) = 0,5m 3 . 

Veamos el resultado (6.61). Se tiene, con predsidn, el siguiente 


Teorema 6.14 Dados dos funciones f y g de close C 2 en un conjunto abier- 
lo S C R 2 , se considera el problems 

opt Rx.y), {x,y)€S (662) 

S.O. g(x,y) = c 

Supongamos que para c = ei pmblema (6.6!) tiene una solucidn local 
Mi Vo) en la que se verifican las condiciones necesarias de prime r orden a si 
como, junto con so multtpUcador asociado AJ, las condiciones suficientes de 
segundo orden de Optimo local estricto. Entonces, en un cierto entomo I de 
co, estin definidas unas funciones i'(c), y’(c), A‘(c) de close C 1 tales que 
z'(co) = tcj, V*(co) = Vo. **(«#) = K V (ae*(c), V’( c )) « Optima local de 
(6.62) (el tintco en un cierto entomo de (zj.pj)) con multiplicador A *(c). 
AdemOs, poniendo /'(c) = /( (**(e),jf“(c))), se tiene 
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Demostracidn. El lagrangiano del problema (6.62) es 


U.x,V. A) = /(*,»)- A[y(z,y) - c) 


§<••»■»- !<*■»>-»!<’■»> -o («■“> 

§£(*.». A) = -Iff(z.v) - = 0 

Considerando (6.64) corao un sistema en las variables (x,y,A,c), vemos 
que, por hipdtesis, (zj, yj, AJ.co) 1° satisface y que el jacobiano en 61 do las 
funciones que definen cl sistema respects a (z, y, A) : 

I £•* -ft I I 0 ft ft I 

Uy £» -ft - ft ^ =|fl(z5,»5,Ai)| (6.65) 

I “ft -ft 0 | | ft Ly, Ly, | 


es distinto de cero (verificacidn de la coodiddn suficiente de segundo orden). 
En consecuencia, por el teoiema de la funcidn impllcita, existen 
S > 0, e > 0 tales que para cada c £ (co - 4,co + 4), el sistema (6.64) tiene 
ilnica solucidn z*(c), y’(c), A'(c) que verifies |x*(c)-®5| < e, 
|y*(c) “ Vol < «. |A*(«) - AJ| < £ y las funciones z'(c), y -(c), A*(c) son 
de clase C 1 en (co - S, co + 4). Por otra parte, el hessiano orlado (6.65) es 
distinto de cero (y mantiene su signo) en (x*(c), y‘(c), A*(c)) para todo c de 
un cierto entorao / C (co-4,<o+4) de co, por la continuidad de las funciones 
que lo constituyen. Se tiene, por tanto, que (z*(c), y*(c)), junto con A*(c), 
satisface las condiciones necesarias de primer orden (6.64) y las condiciones 
suficientes de segundo orden, por lo que, por el teorema 6.13, (z"(c), y*(e)) es 
un dptimo local del problema (6.62) con multiplicador A*(c). 

Para demostrar (6.63), consideremos la funcidn compuesta 


• L(x’(c),y‘(c), A’(c)) = /(*"(e),y*(c)) - A-(c)|y(z'(c),y*(c)) - c) 
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Derivando respecto a c por la regia de la cadena: 
dL 9f dx’(c) df dy‘(c) dA*(c) 


\dgdx-(c) dgdy-(c) 1 

_A(C) [ m~dT + ^,~di X J" 


c ).lT(c» -b\ + A*(e) - A*(c) 

ya que los tres primeros sumandos se anulan por la verificaddn de las condi- 
dones necesarias (6.64) en eada dptimo (x*(c),y*(c), A*(c)). Como, por otra 
parte, L(x'(c),y’(c), A'(c)) s /(x*(c),y*(c)), pues L y / coindden sobre el 
copjunto factiblc del problema de optimizaddn, se tendril 

«( f ycii.>.[. l 


. En el caso general de una funcidn de n variables siyeta a m restricciones, 
m < n, el resultado anterior toma la forma siguiente: 


Teorema 6.15 Dados las funciones f,gi,...,g m de close C 1 en 
abierto S C R", se considem el problema 

opt /(*i, ...,*»), (*i, € S 

f 9l(*l. •••,*») = Cl 

I 9j(h, -,x n ) = ej 

l *»(*!. ••■.*») = «W 




(6.66) 


Supongamos que para c = qj = (cio, .... Cmo) € R m el problema (6.66) tiene 
una soluddn local J7q — ( x( 0 , .... x£q) tn to ffee 5e verifican las condiciones 
necesarias de primer orden asi como. junto con su multiplicador asociado 
Ag — (A( 0 , ...,A^o) las condiciones suficienles de segundo orden de dptimo 
local estricto. Entonces, para c = (ci, ..., Cm) movibndose en un cierio en~ 
tomo U de Co, estdn defirtidas unas funciones x*(c) = (x((c),..., x* (c)) , 
A’(c) = (A;(c),...,A^(c)) de close C 1 tales que x’fa) = xj, A - (q,) = AJ y 
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= AJ(«l. -.Cm) 

Si se supone que efectivamente el problems (6.66) tiene soluddn para todo 
c de un cierto entorno de cq y que la funddn /* es de dase C 1 , entonces la 
demostracidn por la regia de la cadena de (6.67) es bastante simple (int&itese 
como ejercido). 



Clasificacidn de una forma cuadrdtica mediante sus autovalores 
Sea q(x) = x T Ax = (x,Ax) con A = (aij) una matriz simttrica. Nos 
plateamos el problems 


optq(x) 
s.a. z? + 
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La esfera unidad Si = {* 6 R”; zf + ... + = 1} es un conjunto cerrado 
y acotado de R", por lo que ?(z) alcanza en 61 su valor m6ximo y su valor 
mlnimo. Para detenninarlos utilizamos el m6lodo de Lagrange: 

Lagrangiano: 

L(*. A) = <z, Ax) - A((z,x) - X) = (x, (A - XI)x) + A 

I E-h.M-*W + hW-W-° (669) 

l W - 1 

Utilizando la simetrfa del producto escalar y el hecho de que ser A sim6trica 
significa que (x, Ay) = (Ar,y) para todo par x,y 6 R n , se deduce que las n 
primeras condiciones de (6.69) son 

{(4 -A/)*,*)- 0,4 -I,»,n 

lo que implies 

(A - AT)x m 0 


es decir, que x es autovector de A con autovalor asodado A. Adem6s 
g(x) = (x,Ax) = (x,Az) = A(x, z) = A 
y, por tanto, el valor mfnimo de q(x) en Si es el menor autovalor Am de A 
y su valor mtixiino, el mayor autovalor Am de A. Se tiene, pues, 

Am < <ftx) < Am para todo * 6 Si 
Si x € R", x 56 0, entonces z/|z| e Si, de donde 


*- s, (h) sx " 

y, por ser q homog6nea de grado 2: 



(6.70) 


AmW* i «(*) S AmW S para todo z € R” (6.71) 

Deddzcase de (6.71), junto con (6.70) y la propiedad q(x) = A|z| 2 si z es 
autovector de A, la clasificacidn de q(x) en t6rminos de ios autovalores de A. 
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6.3 Restricciones de desigualdad 


En el apartado anterior hemos estudiado lo que supone para la toma de de- 



es una buena muestra de este tipo de problemas de optimisation am restric- 
tions de desigualdad. Se trata, como dijimos all(, de un programa lineal 
porque tanto la funcidn objetivo como las funciones que definen las restric- 
ciones son funciones lineales. 

En el apartado 3.3 nos plante£bamos, para ilustrar la aplicacidn de la 
diferenciabilidad al cdlculo aproximado, un proceso productivo en el que la 
funtidn de production era la funcidn de Cobb- Douglas 


/(x,») = 30r 1/ V /3 (6.73) 

donde x e y representan, respectivamente, las unidades de capital (maquina- 





CAPlTULO 6. optimizaciOn 


Adoptaremos para el estudio de este tipo de problemas la siguiente formu- 


opt f(xi Zn), (zi Xn) € S C Dom f 

Si <0 

Sa(*i, ...,*») < 0 
S ra (zi,...,z»)<0 


(6.75) 


El copjunto de soluciones factibles (o coryunto factible) es 

B = {(*, e S;s,(*i,. = 0,j = 1 (6.76) 

Observaciones: 


1. Bastarla estudiar ilnicamente bien cl problema de minimizacidn bien el 
de maximizacidn, ya que maximizar f(x) equivale a minimizar {-/(*)} 
y, as(, todo problema de maximizacidn se puede convertir en uno de 
minimizacidn y viceversa. 

2. Las restricciones se suponen de la forma 

flj(*)S0 (6.77) 

Si una restriccidn aparedese en la forma gj(x) < c, bastarla escribir 
g,(x)-c<0 

Por otro lado, cualquier restriccidn de la forma g,{x) > 0 sc puede 
convertir en una de la forma (6.77) poniendo 

-»(*)< 0 
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apartados anteriores, condiciones necesarias para que el problema (6.75) al- 
cance un Optimo (local) en un punto x = x*. Comencemos con la situaciOn 
mOs simple consistente en optimizar — concretamente, minimizar, paia fijar 
las ideas — una funciOn objetivo de dos variables sqjeta a una sola restricciOn: 

/ min /(xi.xj) , (x,,xj) € S (6 .78) 

\ is. sfo.x^O ' 

Suponemos que / y g son dos funciones de cla.se O 1 en el conjunto abierto 
S C R 2 . Como hemos visto en el capltuk) 4, los puntos (xj.xj) que satisfacen 
9(x i,*j) = 0 forman, en general, una curva en el piano que representa la 
frontera entre la region en la que g < 0 y la region en que g > 0 (figure 6.20). 



Supongamos que el Optimo se produce en un punto x’ = (xj.xj) en el 
que g < 0 (figure 6.20). Entonces, por la continuidad de g, exists e < 0 
tal que g(x) < 0 para todo x € B,(x") (o sea, x" es un punto interior de 
B), B,(x') c S por ser S abierto, y, por hipOtesis, /(x) > /(x*) para todo 
X € Br(x'). En consecuencia, x* es un punto crftico de la funciOn de la funciOn 
/(*>,*a) y en 01 ha de verificarse 
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Si el mfnimo se produce en un punto x‘ en el que g(x‘) = 0 (en cuyo 
caso se dice que la restriccidn estd saturada ), entonces x* sera solucidn del 
problema 

f min (•,,*■) €S (6g0) 

Si suponemos que Vg(x(,xj) / (0,0) (lo que, en particular, implica que 
g(xi,xj) = 0 define localmente una curva en cada uno de cuyos lados g 
toma signos opuestos y, en consecuencia, que (xj.xj) es un punto fiontem 
del conjunto factible B que pertenece a S), entonces, como sabemos del 
apartado anterior, existe un numero A* tal que 

V/(*;,*5) = A*V S (x5,^) (6.81) 

fista es, en este caso, la amdicufn necesana de primer ordcn de dptimo 
local. Afirmamos que el multiplicador A‘ ha de ser necesariamente < 0 (y 
> 0 para el correspondiente problema de maximizacidn). Para convencernos 
de ello, argumentemos geomdtricamente de un modo intuitivo (figura 6.21; a 
continuacidn daremoe la demoelracidn analftica rigurosa). 



(6.81) significa que V/ y Vg son colineales en x'\ si fuese A" > 0, en- 
tonces -V/ (= A‘(-Vg)) apuntarfa hacia el conjunto factible, pues -Vg 
apunta hacia g < 0 al senalar el sentido de decrecimiento — mds rSpido — de 
g. Como, a su vez, —V/ indica la direcddn y sentido de decrecimiento mds 
rdpido sobre la superficie z — /(xi.xj), o sea, de la funcidn /, eso implicarfa 
que hay puntos en el interior del conjunto factible en los que / valdrfa menoe 
que lo que vale en x‘, es decir, tete no serfa solucidn del problema de mini- 
mizacidn contra la hipdtesis. Asf, pues, ha de ser A - < 0 (si A' = 0, entonces 
V/(xJ,Xj) = (0,0) y se tratarfa de un punto crftico de / que estd en la fron- 
tera del conjunto factible). Argumentando de manera andloga, verfamos que 
ha de ser A* > 0 si el problema es de maximizacidn. 

©ITES - Panuunfo 
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ie generalidad, que la hipdtesis Vj(zJ,xJ) ^ (0,0) se traduce er 


Consideremos la ecuatidn 


9 ( I ;,x J ) + o = 0 (6.83) 

en las variables a, xq; {<* = 0, Xj = xj] es solution de (6.83). Por el teorema 
de la funcidn implltita, (6.82) implies que para a sufidentemente pequeno estd 
definida una ilnica funcidn xi = <p(a) tal que xj — <p(0) y g(x\, p(a))+a = 0. 
Para los valores a > 0, los puntos (x{,y>(a)) pertenecen al conjunto factible 
B pues j(x(,v)(o)) = -a < 0, por lo que, por hipdtesis, 

/(xj,xj)</(xlMa)) 

y, en consecuencia, 

- WO) - - ; + ,,«)-»(<>) ; 

■=S , g«,4V(0) + .V(ffl-g«.4 s ^r 3 5- 


= (por (6.81) = -A* 

As( pues, 0 < —A*, o sea, A' < 0. 

Naturalmente, en un problems concreto no sabemos a priori si el Optimo se 
produce en la frontera o en el interior deB.es decir, si la restriction g < 0 cstfi 
o no saturada en 41. Conviene entonces reunir la altemativa anterior en una 
condicibn necesana de primer orden que permits en la prOctica la btlsqueda 

Teorema 6.16 (Kuhn-Tucker) Sean f y g dos funciones de close C 1 en 
un conjunto abierto S C R 2 . Supongamos que x* — (xj t xj) es una solucidn 
(local) del problema 

min (resp. max) f(x ,,**) , (*i,*») eS « 

»-<*- j(x,,xj) < 0 , 
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y supongamos tamhi&n que, si g(x\,x%) = 0, VgfiJ.zJ) ^ (0,0). Entonces 
existe un niimero A* tal que 


v/(*!.*;) = a-v 9 (z;.z3), 

A* < 0 (resp. > 0) y A* g(z;,x5) = 0. 


(6.85) 


(6.85) se conoce como sistema ie condiciones de Kvhn-Tucker del pro- 
blems (6.84). Obeirvese que, efectivamente, en las condiciones (6.85) est4 la 
alternative-. 

• Si g(xf , x J) < 0, entonces A" = 0 (pues ha de ser A-g = 0) y, por tanto, 

es decir, (xj.xj) es punto crftico de /. 

• Si p(x(,xj) = 0, entonces se vcrifica V/(x;,Xj) = A'VjfzJ.zj) con 
A* < 0 (reap. A" > 0). 

En la prdctica se pcocede como sigue: 

Se forma (como en el caso de restricciones de igualdad) el lagrungiano 
L(H,zj, A) = /(zi.zj) - Ag(zi,zj) 
y se resuelve el sistema de condiciones de Kuhn- Tucker: 

1 ?k_OL_.d£__ n 

ftt, ” ftr, dx, ~ 

2L = K- A J& =0 (6.86) 

dxi dxt drj 

j(*l.*a)£0, A<0(resp. A>0), A-j(zi,zj)= 0 
Entre sus soluciones (xj, xj, A’) (qued&ndonos con las dos primeras coor- 
denadas (zj,zj)) ha(n) de estar, si existe(n), la(s) soluddn(es) del problems 
(6.84). 

EJEMPLO 17. Se trata de resolver el problems 
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El conjunto factible B es la bola unidad ccrrada de R 2 , con lo que el 
problema tiene solucidn. Para determinarla(s), utilizamos el mdtodo expuesto. 
Lagrangiano: L{x,y, A) = r* -y 2 - Afx 2 + y 2 - 1) 

Condiciones de Kuhn-Tucker: 


x 2 + y 2 - 1 <0, A <0, A(i 2 +y 2 -X) = 0 


Alternativa: 

i) y no se satura (o sea, estamos en el interior de B): g(x,y) < 0 y A = 0. 
(6.88) es 


sistema de puntos crlticoe de /. La ilnica solucidn es (0,0), que si satisface 
g(x, y) < 0. Por tanto, es un candidate a solucidn del problema (6.87). 
ii) g si se satura, o sea, nos situames en la frontera {(x,y) ; x 2 + y 2 - 1 = 0} 
de B. (6.88) toma la forma 

{ 3x 2 -2Ax = 0 
-2y - 2Ay = 0 
* 2 + y 2 = l,A<0 


r x{3x — 2A) = 0 
{ y(l + A) = 0 
l* 2 + y 2 = l,A 


Comenzando con la alternativa y = 0 o bien A = — 1 que proporciona la 
segunda ecuacidn, obtenemos las soluciones de la tabla siguiente (indepen- 
dientemente del signo de A) : 
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X • 

y* 

V 

/(*•■!/•> 1 1 

u 

0 

0 

0 


1 

0 

3/2 

1 


-1 

0 

-3/2 

-1 


0 

1 


-1 


0 


-1 

-1 


-2/3 

V5/3 

-1 

-23/27 


-2/3 

-y/S/3 

-1 

-23/27 



Cinco de estos puntos son candidatos a mlnimo, uno de ellos a m&dmo 
y el punto (0,0), para el quo A = 0, cumple las condiciones necesarias tanto 
de mfoimo como de nuiximo; ndtese ademfe que Vy( x,y) = (2i, 2y) sdlo 
se anula en (0,0), punto que no satura la restriction, con lo que en los seis 
puntos restantes se cumple la condition de regularidad Vg(x,y) (0,0). 
Gvaluando la funcidn objetivo en todos los candidatos vemos que las soluciones 
del problema de minimization (6.87) son (-1,0), (0,1), (0, -1), mientras que 
(1,0) lo serla para el correspondiente problems de maximization. 

Generalizando Mtilmente los argurnentos anteriores, demostraremos en el 
capltulo 9 el siguiente resultado relative al problems (6.75): 

Teoroma 6.17 (Kuhn- Tucker) Sean /, g l ,...,g m ,funciones de close C 1 en 
un subamjunto abierto SCR" con valorts en R. Supongamos que 
%* = (xj,...,a£) es un dptimo local de f en el conjunlo 

fl = (z € S; gj(z) < 0, j « 1 m) (6.89) 

o sea, uno solution local del problema (6.75). Reordenando las funciones gj 
si es necesario, podemos suponer que las rcstricciones de desigualdad que se 
safuran en I* son gi(x") = 0,...,g,(z') = 0, con r < m. Pues bien, si 
losvectores (Vgi(x‘j, ...,Vgr(x')} son Unealmente independientes, entonces 
existen constantes AJ,...,AJ), tales que 

V/(*-) = A;V9,(i-) + ... + A^Vftn(x") 

y, para todo j = l,...,«n, AJ^fi") = 0 y (6.90) 

Xj < 0 si x* es un mfhtmo o AJ > 0 si z* es un mdximo. 

En la prSctica, el esquema de trabajo para intentar resolver el problema 
(6.75) es el mismo que en los problemas con restricciones de igualdad: 

(i) Se forma el lagrangiano del problems: 

U , *, A) = /(*) - A m (x) - ... - Ampmfz) 
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(ii) Se resuelve el sistema de condiciones de Kuhn- Tucker: 

i- i „ 

On dn fa, ’On U 

9j(x) < 0, A, < 0 (o bien A, > 0), A, ffi (*) = 0, j = 1 m 

(6.91) 


Sue soluciones (*;,..., <,A; A^) (en las que los multiplications de 

Kuhn-Tucker asociados a las restrictions de desigualdad han de ser <0 
para un probleraa de minimization y > 0 para uno de maximization) 
proporcionan, quedindose con las n primeras coordenadas (®J,...,a:J), 
candidatoe a solutions del problems (6.75). Si Cate tiene solution, ha 
de star entre esos candidatos: se evaliia la funciOn / en ells y, si 
el problems s uno de minimization, el menor de Is valors obtenidos 
da la solution y, si s de maximization, la da el mayor de ells. Para 
dilucidar si efectivamente cxiste solution habrd que apelar a argumen- 
ts supleraentaris, generalmente basads en el teorcma de Weierstrass 
— como en el ejemplo anterior— o en propiedads de convexldad que 
verems dspuOs. En la resolution de (6.91) conviene adoptar una es- 
trategia combinatoria que tenga en cuenta la altemativa saturaciOn/no 
saturation de cada una de Is restrictions de desigualdad: 


EJEMPLO 18. Resol vams el problems 

minjii + 2x 2 }, (xi,St)€ R 2 


(6.92) 


El problems tiene solution ya que el conjunto factible 

B = {(*i,*s) € R 2 ; X\ - 2*2 < 2; a? +z| < 4} 

s un conjunto cerrado y acotado (intOntese una resolution griiiica del problems 
en paralelo a la resolution analftica). El lagrangiano s: 

i(*i.*Z,Ai, As) = *i + 2*2 - Aj(*i - 2*2 - 2) - A2(*f + a| - 4) 
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Las conditions de Kuhn-Tucker so 


&x\ dx\ 1 dx\ dx\ 


_ df .891 


A 3 ^ = 2 + 2Ai-2A 2 i2 = 0 


8x2 8*j 

*1 —2x2 — 2 < 0; + — 4<0; A,<0; A 2 < 

A,(x, — 2*2 — 2) = 0 ; Aa(*? + *2-4) = 0 


°) 9i < 0 ; 92 < 0 b)9i = 0; 92 <0 
c)9l<0;9J = 0 d)gi=0;92 = 0 


Veamos una por una: 

a) fli(xi,i2) <0; 92(11,12) <0,o sea, stamosen el interior dc B. Entonces, 
Ai = 0, A 2 = 0 por la conditidn A191 = 0, A292 = 0. Las dos primeras 
ccuaciones de (6.93) son 


8/ 

8x1 


Como Of/Ox 1 = 1/0, df/dxi = 2/0 (/, funcfon lineal, no tiene puntos 

cr(ticos) no hay solutions de (6.93) en el interior de B. 

b) 9i(xi,i 2 ) = 0; 9a(*i,X2) <0. 92 = 0=*A 2 = 0 y (6.93) toma la forma 


8 L 

8x1 

dL_ 

dxj 


= 1-Ai = 0 
= 2 + 2Ai = 0 


*1 + x| — 4 < 0; A} = 0 


Las dos primeras ecuacions son incompatibles (Aj = 1 y Ai = —X) luego no 
hay ninguna solution posible en esta situation b). 
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c) 9i(*i,®j) < 0 . (=» / 


= 0); 92(11,12) = 0. (6.93) to 

|£. = 1-2A2*i=0 
OXl 

g.l-lta-o 
*1— 2*2 — 2<0; Ai = 0 
xj + Xj = 4; As <0 


De las dos primeras ecuaciones vemos que ha de ser A2 / 0 y xj = 2xi. 
Utilizando esto Ultimo on x? + x$ = 4, so obtienen las posiblos soluciones 
Pi (2/VS, 4/i/5) y ft(— 2/\/5, — 4/i/5). El punto P2 no verifies la restriction 
9l(*i, *s) < 0 ya que 9,(-2/i/S, — 4/v/S) = 6/\/S - 2 “ 0, 6833 > 0. Pi s( la 
verifies, pero, para 61, = i/S/4 > 0. As(, pues, tampoco en esta situation 

hay candidatos a solution. (ObeOrvese que Pi es candidate a niOximo y, de 
hecho, / alcanza en 61 el valor mSximo cn B.) 

d) Si(xi,xa) = 0; 92(11,12) - 0, o sea, las dos restriedones se saturan. (6.93) 


dL 

dx t 


-Ai-2A 2 *i=0 


OL 

dxj 


- 2X1ZJ = 0 


x,-2*2-J = 0; A,<0 
l a} + x| - 4 = 0; As <0 

Comcnzamos resolviendo cl sistema algebraico: 


- 2x2 — 2 = 0 
! + a^-4 = 0 


sustituyendo la primers ecuatiOn en la segunda. Se obtienen las soluciones 
ft(2, 0) y Pi(— 6/5, — 8/5) (son los puntos de intersection de la recta 
*i - 2x2 - 2 = 0 con la circunferencia x? + x| - 4 = 0). Para ft se tiene 
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de donde resulta Ai = -1 y A 2 = 1/2; como A 2 es positive, hay que descaitai 
Pj como posible solucion. Para P 4 se tieoe 




de donde resulta Ai = -1/5 y A2 = -1/2; como ambos son negatives, P 4 si es 
candidato a solution y, de hecho, por ser el dnico, es la solucidn ya que, como 
declamoe, el problems tiene solucidn al ser aplicable el teorema de Weieretrass 
(ndtese, adenitis, que los vec tores 


Vji(xi,aj)-(l,-2) 

= (2*. .2*,) 


evaluados en P4 : 

Vj,(-6/5,-8/5) = (l,-2) 
V!»(-6/5, -8/5) = (-12/5,-16/5) 
son linealmente idependientes). 



min{*» +»»},(*,»)€ R 2 
s.a. (z+l) 3 + » 2 <0 


(compruftbense los detalles). Obs^rvese que en la condicidn de regulari- 
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2. Como en el caso del teorema de Lagrange, las condidones (6.90) de 
Kuhn- Tucker son necesarias pero no sufidentes. Por ejemplo, si 
f(x) = i 3 y g(x) = x y nos planteamos el problems 


vemos, por un lado, que g'(x) = 1 para lodo *, es decir, que se satisface 
la condicidn de regularidad en todo x, y, por otro, que los valores x" = 0 
(que pertenece al conjunto factible y el 41 se satura la restricddn) y A’ = 0 
verifican las condidones de Kuhn-Thcker 


/*(*•) = AV(**) 


Si tetas fuesen sufidentes, x‘ = 0 serfa soluddn de (6.94), lo que clara- 
mente no es el caso (de hecho, x" = 0 es el m&ximo de / en 
B = (-oo,0)). 


3. Hay que tener presente tambita que, en los argumentos precedentes, S, 
el coqjunto de partida en la optimizacidn, se supone abierto. Si no lo es, 
habrd que considerar tambiCn la cvaluacidn de / en los posibles puntos 
de la frontera de S que satisfacen las restricciones, pucs las condidones 
necesarias (6.90) son para dptimos z* que sean puntos interiores de S. 


Proble 


convexos 


Supongamoe que en el problems 


min /(x), x € S C Dom 
s a. 9,(x) <0, j = l,...,f 


el coqjunto S es convexo y que las fundones f,g 3 son tod as convexas en S. 
El conjunto factible 


B = {xeS;j i (z)<0,y = l,...,m} 
es convexo por ser intersecddn de conjimtos convexos: 

B = {z€ S; 9i(x) <0}n...n(z e S-, ^(x) < 0} 

Supongamos que en z" 6 B se satisfacen las condidones de Kuhn-Tucker 
para el problema (6.95) y sean (AJ, .... A^) = A" sus multiplicadores asodados. 
Esto implies que z* es un punto crftico de la funddn 

F(x) H U.x,\‘) = /(z) - £ AJ ffi (z) 
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Pero, como Aj < 0, la funcitfn F(x) es convexa en S (por ser una combi- 
nacidn lineal con coeficientes > 0 de funciones convexas ) con lo que, por los 
resultados sobre convexidad del apartado 6.1, se tended que x‘ es un mfnimo 
global de F(z) en S : 

F(x) > F(x‘) para todo xeS 

esdedr 

/(*) - f) >}»(*) > /(*') - E ' I6S < 6M > 

Rcstringidndonos al conjunto factiblc 


fl = {*6S; 9 ,(*)<0,j-l m} 

y teniendo en cuenta que Xjg,(x') = 0 por (6.90), (6.96) implica quo 
/(*) > /(*") para todo xe B 
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Significado de los multiplicadores de Kuhn- Tucker 
Aquf tambiOn se puede dar una interpretation de los multiplicadores co 
medida de la sensibilidad del valor dptimo a cambios pequefios en el nivel 
cada restriction g(x) < c que se deriva de la que hemos comentado en 
problemas con restricciones de igualdad (j.qu6 significaria, en particular, que 
A } = 0 para una restriccidn que no se satura: g(x) < c? i y el signo negativo, 
en un problems de minimizacidn, para una que se satura?). 


El problema general de optimization 


El problema general de optimization es aquel que incluye a la vez restricciones 
de igualdad y restricciones de desigualdad: 

opt /(xi, (xi, 6 SC Derm f 


*»)<0 ( h.(x, in) =0 


(las restricciones de igualdad han de ser en nilmero menor que el de variables 
de decision: s < n). De los teoremas de Lagrange y Kuhn-Tucker se deduce 
como corolario el siguiente 

Teorema 6.18 Sean /, ki h„ s < n, fund ones de close C 1 

en tin subconjunto abierto S C R" con valores en R. Supongamos que 
x‘ = (xj xj) es tin dptimo local de f en el conjunto 

B = {x € 5; ft(x) < 0, j m 1 m;A*(*) = 0,* = 


o sea, una sohicidn local del problema (6.97). Reordenando las funciones gj si 
es necesario, podemos snponer que las restricciones de desigualdad que se satu- 
ran en x‘ son gi{x‘) = 0,...,gr(x') = 0, eon r < m. Pues Wen, si los vectores 
(Vji(x’),..., Vg r (x‘), Vhi(x'),..., Vh,(x')) son linealmente independientes, 
entonces exists n constantes A;,...,Ai, y tales que 

( V/(x") = A;V 9 i(x-) + ... + A^V 9 »(x*) + pjVh,(x") + ~rfVfc,(**) 

| y, para todo j = 1, —, m , AJ 9j (x’) = 0y 

A! < 0 si x* es tm mtnimo o \‘>0 si x' es un mdximo. 


(6.98) 


8 §• 1 
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En la prictica, el eequema de trabajo para intentar resolver el problema 
(6.97) es el mismo que antes: 

(i) Se forma el lagrangiano del problema: 

L(x, A,/i) = /(*) - Aipi(i) - ... - - /qMx) - - - 

(ii) Se resuelve el sistema de amdiciones de Kuhn-Tucker: 

“ = l.f A-ftt-=0,i = l n 

Oxt Om fr’dx, U, ‘ 

9i( x ) < 0 , Aj < 0 (o bien A, > 0) , \ i9t (x) - 0, j - 1 m 

« 

(6.99) 

y sus soluciones (x;,...,x;, A( (en las que. recudrdese, 

los mulliplicadores de Kuhn- Kicker asociados a las restricdoncs de des- 
igualdad han de ser <0 para un problema de minimizacidn y > 0 para 
uno de maximizacidn, mientras que los multiplicadorcs asociados a las 
restricciones de igualdad pueden tenor cualquier signo) proporcionan, 
queddndose con las n primeras coordenadas (®;,...,x*), candidates a 
soluciones del problema (6.97). En cuanto a la rcsolucidn efectiva del 

6.4 Problemas 

1. Hallar y clasificar los puntos crfticos de las fundones: 

0 /(*.V) = x 4 + 8x a + y a -4y 
»)/(*. y) = -x‘ + xy-y 2 + 2x-y + i 
"») /(*.V) = (** “ 


2. Analizando la concavidad/convexidad de las fundones del ejerdcio an- 
terior, determinar si los dptimos locales obtenidos son globales en R 2 . 

3. (a) Demostrar que la interseeddn de conjuntos convexos siempre da 

como resultado otro conjunto convexo. <.Qu6 se puede decir, en 
general, de la unidn de conjuntos convexos? 
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(b) Analizar la convexidad de los siguientes conjuntos: 

Si = {(*.y)€R*; (* — 1)* + (W — 1)* < 1 . » < *} 

Si = {(®,»)eR J ; i J -»<l,i + y>l} 

S3 = {(x,y) 6 R 2 ; xy > X , y < ax} (con a > 0) 

S « = {(x,y)eR 2 ;xy>l,x>0,y<ax} (con o>0) 

Ss = {(x,y)eR 2 ; 4x J +y 2 <4,i J + 4y J <4} 

S» = {(z, y) € R 2 ; x 2 - y 2 > 1 , (x - l) 2 + y 2 < 1} 

S 7 = {(x,y) € R 2 ; 4z-y*>0,y-z*>0} 

ft “ {(x,y)€R 2 ; x>l, lnx<y<e*} 

ft = {(x,y,*)€R 3 ; x 2 + 9y J +x a <l, 5x + y-2*<0} 

Si o = {(x.y.xJeR 3 ; x 2 + y J > 1 , x a + y J -* 2 <0} 

4. Demostrar que una funcidn / : R" — > R es convexa en R" si, y sdlo 
si, el cdnjunto (denominado epigmfo) 

{(x,y) 6 R" +1 ; y > /(*)} 

es un conjunto convexo. Establecer una caracterizacidn similar para 
funciones cdncavas. 

5. (a) Sea / una funcidn tal que /(x) > 0 para todo x 6 R". Demostrar 

que, si el problems 

tiene solucidn global y / es diferendable en R n , entonces 4sta se 
alcanza en un punto critico de /. 

(b) Utilizando lo anterior, determinar la minima distancia existente 
entre un punto de la par&bola y = z 2 y un punto de la recta 
y = 2x - 6. 
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6. Comprobar que (0,0) es punto critico de las funciones 

0/(*.y) = * 4 (* 2 +» J -i) «) /(*,») 

Analizando el signo de estas funciones. establecer de qud tipo de punto 
critico se trata. 


7. Dada 


*)/(*. y)=y J -4i H + 4z 2 

«•) /(z,y,z) = -x 2 + ixy + 2 xz - 6 yz - 


2z» 




(a) Determinar sus puntos crfticos. 

(b) Analizar la concavidad/convexidad de estas funciones. 

(c) Utilizando lo obtenido en (b), clasificar los puntos crfticos hallados 
en(a). 

8. Determinar y clasificar loa puntos crfticos de la funcidn 



Demostrar que los dptimos locales obtcnidos son globales cn R ! 

9. Comprobar que la funcidn 

/(*. y) = * , (i+y) J +y J 

tiene un vinico punto critico que es tin mfnimo local, i Es global? Com- 
parar con lo que ocurro en una situacidn semejante para funciones de 
una variable. 

10. Un monopolista vende en un mercado un bien que puede producir en 
doe plantas distintas. Si las funciones de coste en sus dos plantas estdn 

Ci(9,) = 2qf+4 , Oj(qj) = 6^ + 8, 



de produccidn, determinar el predo de venta del producto y el beneficio 
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Hallar los valores de o y 6 para que la funcidn 

/(x,y) = ox 3 + 36XV 2 - 15a J x - 12y + 5 
tenga un mfnimo local en el pun to (2, 1). 

Una empresa fabrics un bien a partir de dos materias primas de acuerdo 
con la funcidn de production 

q(x,y) = lnx + \ny , 

siendo x e y las cantidades utilidades de cada materia prima y q{x,y) la 
cantidad obtenida de producto final. Sabiendo que la funcidn de caste 
viene dada por 


C(x,y) = 3x + 2y + 5 

y que el precio de venta del bien es p = 6, determinar el nivel de pro- 
duction que maximize los benefitios. 

Dada la funcidn 


F(x,y,z) = x-(x 2 + y J + l)-e' 


(a) Determinar y clasificar sus puntos crfticos. 

(b) Hacer un estudio de la concavidad/convexidad de F(x,y,z) e in- 
tentar aplicarlo, junto con lo obtenido en (a), a la detection de 
coqjuntos DC R 3 en los que se pueda afirmar la existencia de 
dptimos globales de /. 

(c) Estudiar si la ecuatidn 

f(x,y,z) = * 

para un k apropiado (icuOl?) define en un entorno del punto 
(0,0,— 1) una funcidn z = /(x,y). 

(d) Comprobar que /(x,y) tiene en (0,0) un punto crftico y establecer 
de qud tipo es. 

(e) Escribir la ecuatidn del piano tangente a z = /(x,y) en el punto 
(0,0,— 1) y el polinomio de Taylor de segundo grado de /(x,y) en 
el entorno de (0,0). 
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(f) 


Resolver el problems 


opt F(x,y,z) 
® J + p* = l 


( opt f(x,y,z) = 3 + x 2 + 2y 2 + 4y - 2x + (x - 2) 2 
s.o 

l 2x + 4y + * = 0 

{ opt /(x,y) = x 2 y 


( opt f(x,y,z) = z 

i 2 + y 2 = 4 
x+y+*=5 


{ opt /(z,y) = ** + 3y* + 1 

*-v-o 


opt /(x,y,x) = — x 4 — 2y 2 - 2 2 + 20 
y = x 

2x -y-z = 5 


15. Descomponer el nilmero 9 en sums de tres sumandos de manera que la 
sums de los cuadrados de 4stos sea minima. 

16. (a) Demostrar mediante el m£todo de los multiplicadores de Lagrange 

que dado un hiperplano en R n 

a l xi+...+a tt x n = d 

existe en 61 un punto (xi, ...,x„) cuya distancia al origen es menor 
que la distancia del origen a cualquier otro punto del hiperplano. 



5.4. PROBLEUAS 


359 


(b) Resolver el problems 


Dar una interpretacibn geometries del resultado obtenido. Estudiar 
tambibn el correspondiente problems de maximizacibn. 

17. Analizsr la posible aplicacibn de) teorema de Lagrange a la resolucibn 
del problems 

min{y) s.a y 3 - x 2 = 0 


18. On empresario ha de pagar dos impuestos: cl de sociedades y el de la 
rents de las personas flsicas. El de sociedades es de tipo fijo ts = 0.3 
(en tanto por uno) y afecta a los beneficios cmpresarialcs. En cambio, 
el impuesto de la rents es progresivo; su tipo impositivo depends de los 
ingresos, en concreto Ir = 0.1 • /, siendo I cl ingreso (sueldo) obtenido. 
Supongamos que el empresario puede fijar su sueldo. distribuyendo entre 
fete y los beneficios declaradosde la empress, los beneficios verdade- 
ramente obtenidos. Si los beneficios que obtiene la empress son de 3 
unidades monetarias, <.qub sueldo se fijari para minimizar el pago de 
impuestos?. 

19. Un monopolists vende dos productos Ay B cuyas funciones de demands 
vienen definidas por las ecuacioncs 

pi -12 + 2xi = 0 

Pa - 32 + 4X2 = 0 

en donde pi.pj y xi,xj son, respectivamente, los precios y las can- 
tidades producidas (y vendidas) de los productos Ay B. Sabiendo que 
su funcibn de coste es 

C(x i, X2) = x? + 2x,xj+x| 

determinar la producci6n que maximiza el beneficio. 

20. Una empress que fabrics tres bienes (A, B y C) sabe que sus costes 
diarios (medidos en miles de pesetas) vienen dados por la fancibn 

C(x, y, z) = i* 4 + x 2 + y 2 + y + 3a 2 + z 
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ft(*) = x? + 2*l + 2 4 

El inversor es conservador y su objetivo es minimizar el riesgo para una 
rentabilidad media prefijada rj — 0.5. Se pide: 


(a) Determinar la i 


is s s 
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(b) iCdmo afecta al riesgo un aumento pequeno de la inversion total? 

23. Dada la funddn 

/(*,») = (*+»)* -12*y 

(a) Detecminar y clasificar sus puntos crfticos. 

(b) Hater un estudio de la concavidad/convexidad de /(x,y) e intentar 
aplicarlo, junto con lo obtenido en (a), a la deteccidn de conjuntos 
OCR 2 en las que se pueda afirmar la existencia de dptimos 
globales de /. 

(c) Determinar el valor mdxiino y mlnimo de /(x, y) en el conjunto 
B = {(x,y) € R J ; x 3 + y 2 < 4}. (Indication-. Utilfcese en este 
punto el mdtodo de los multiplicadores de Lagrange) 

24. Dada la funcidn 

/(x,y) = xvln(x J + y l ) 

se pide: 

(a) Determinar y claaificar sus puntos crfticos. 

(b) iSon los dptimos locales de / obtenidos en (a) globales en R 2 ? 

(c) Resolver el problems 

opt /(*.»). (*.») €S= {(x,y) € R 2 ; x 2 + y 2 < 9} 

25. Dado el programs 

max/(x,y) = y 

x 2 + y*<6 
x 2 — y > 0 

(a) Resolverlo grdficamente. 

(b) Comprobar que en los puntos obtenidos en (a) se verifican las condi- 
ciones de Kuhn-TYickcr. 

(c) iSe verifican las condiciones de Kuhn-Tlicker en el punto (0, 0)?, 
j_es solucidn del programs?. Explicar razonadamente lo obtenido. 
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26. Resolver tos siguientes problemas: 

f m «/(*,y) = 2* a -V-2* 


min f(x,y,z) = z 2 + y 2 + z 2 -4s/- 

* y+*>l 


27. Analizar la posible aplicacibn del teorema de Kuhn-Tucker a la rcsolucibn 
del problema 

r min /(*,p) = (* + 3) 2 + y 2 


Parte II 

Funciones Vectoriales 




Capftulo 7 

Topologfa del espacio K" 


En tele y loe dos capftulos que sigucn vamos a generalizar a fundones vecto- 
riales buena parte de los conceptos y resultados que bemoe visto hasta aquf 
asf como a realizar las demostraciones pcndientes de resultados fundament ales 
como el teorema de Weierstrass sobre mdximos y mfnimos y el teorema de la 
funcidn implfcita. 

Recordemos que por funcidn vectorial entendeinos una funcidn / cuyo 
daminio es un subconjunto de R" y cuya Imogen o nxorrido es un subcon- 
junto de R m con m > 1, o sea, una correspondenda que asigna a cada 
x =(*!,... ,1.) de un subconjunto de R", que denominamos dominie de 
/ y denotamos por Dom f, un punto (vector) p = /(*) de R m bien deter- 
minado. Escribiremos / : D -• R m para indicar que cstamos considerando 
la “actuaddn” de / en un subconjunto D C Dom /. (Vdase el apartado 1.1 
para las definiciones generates relatives a fundones.) 

Dada / : Dom f — R m , las coordenadas de y = ftx) estta 

unfvocamente determinadas por z € Dom f ; en otras palabras, dada una 
funcidn / : Dom / -• R m estfln bien definidas las fundones escalares /, : 
Dom J -* R, i = mediante 


Betas fundones se Daman funciones coordenadas o componentes de 
/; escribiremos f(x) = (/i(*). -,/>»(*)) o, simplemente, / = A 


CAPtTVhO 7. TOPOLOGtA DEL ESPACIO R N 



El apartado 7.2 trala de las sucesiones de punloe de R" y de su convergen- 



los resultadoe establecidos a cspacios mis generates que R". 


7.1 Conjuntos abiertos y cerrados 

El punto de partida es la nocidn de norma de un punto x = (*i, . . . , x„) de 
R n : 

|*| = (*? + - + 4)S (7.1) 

y la correspondiente nocibn de distancia entre dos puntos x — (xj , . . . , x n ), 
y = (v. Vn) deR" 

d(x,y) = |x - s/| = -J(x i - yi) J + ... + (x„ - th) 2 (7-2) 





7.1. CONJUNTOS AB1ERT0S Y CERRADOS 


Segiin vimos en el apartado 1.4, las propiedades fundamentales de la norma 


|x| > 0 para todo i£g" y |z| = 0 si y sdlo si x = 0 (7.3) 

|z + y| < |z| + |y| (destgualdad triangular) (7.4) 

M“WN,«€R (7.5) 

y, deducidas de 4stas, las de la distancia: 

d(x,y) > 0 y d(z,y) = 0 si y sdlo si x = y (7.6) 

d(z,y) - d(y,z) (7.7) 

d(z, z) < d(x, y) + d(y, z) (desigualdad triangular) (7.8). 


Con la distancia se definen los instrumcntos bdsicos para mcdir el grado 
de proximidad en R" : 

Definicidn 7.1 Dados z 0 € R" y e > 0, la tola abierta de centra zo y 
radio e es el ctmjunto 

B.(x o) = {x€R*; |z - zo| < e) 

Un conjunto V C R" se dice quees un entomo de xg si ext ste c> 0 talque 
B,(z o) CU (en particular, B,(xo) se llama lambitn e-entomo de zo). 

Definicidn 7.2 Un conjunto A se dice que es abierto si es entomo de todos 
SU3 pantos , o sea, si para todo x € A existe e > 0 tal que B c (x) C A. 

Pot as! decir, un conjunto es abierto si ocurre que cuando un punto z 
pertenece a 41, tambidn pertenecen todos los puntos suficientemente prdximos 
a z. Vimos en el capftulo 2 que toda bola abierta B,(x o) es un conjunto 

Las propiedades esendales de los coqjuntos abiertos de R n son: 
Proposicidn 7.1 (a) R " y el conjunto vacio 0 son conjuntos abiertos. 

(b) La umdn de cualquier coleccidn de conjuntos abiertos de R" es un con- 
junto abierto de R n . 
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(e) La intersection de urn coteccufn finita de conjuntos abiertos de R" es 
un con junto abierto de R”. 

Demostracidn: Hdgase como ejercido (problems 2). 

La familia de lodos los conjuntos abiertos de R", con las propiedades 
esenciales recogidas en esta proposiddn, constituye la topologfa de R"; es la 
estructura sobre la que se asienta la noadn de continuidad de una funcidn. En 
la Nota 1 de final de capltulo comentaremos la extensidn de este concepto a 
conjuntos y situadones mis generates que R". 

Las posibles “posiciones" de un punto respecto a un conjunto se clasifican 
de acuerdo con la siguiente 

Definicidn 7.3 Un punto x se dice que es un punto interior del con- 
junto A si existe un e > 0 tal que B,(x) C A. Si existe c > 0 tat que 
B,[x) c A c = R n \j4 (equivalentemente, B,(x) r\A- 0) se dice que x es un 
punto exterior a A. Finatmente, si toda bola B € (x) centmda en x contiene 
at menos un punto de A y at menos u no de su complementario A c , entonces 
se dice que x es un punto frontera de A (figura 4-4). 

Por definicidn, un punto interior es necesariamente un punto de A , un 
punto exterior de A es un punto (interior) de A c y un punto frontera de A 
—que puede perteneccr a A o a su complementario A°— tambidn es un punto 
frontera de A c ya que (4 e ) e = A. Obsdrvese que sc trata realmente de una 
clasificacidn pues, dado un conjunto A de R n , un punto x € R" es o bien 
punto interior de A, o bien punto exterior o bien punto frontera. 

Definicidn 7.4 El conjunto de puntos interiores de A se denomina interior 
de A y se representa por int A. El conjunto de todos los puntos frontera 
de A es la frontera de A; se denote por dA o Pr A. El exterior de A , 
denotado por Ext A, es el conjunto de puntos exteriores de A. La adhcrencia 
o cierre de A es la unidn de su interior y su frontera y se denote por A: 
A = int AU dA. 

El interior, la frontera y el exterior de A son conjuntos disjuntos dos a 
dos y su unidn es todo R". Obsdrvese que Ext A — Int (A c ) = (,4) c y que, 
de hecho, A = <4 U dA. Para todo conjunto A se tiene int AC AC A. 

Con estas nuevas definidones, es claro que un conjunto es abierto si y sdlo 
si todos sus puntos son interiores, o sea, int A = A, lo que equivale a dedr 
que A do contiene a ninguno de sus puntos frontera. La situaddn totalmente 
opuesta lleva a la siguiente 
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Definition 7.5 Un conjunto A se dice que es cerrado si contiene a todos 
sus puntos frontem, o sea, si AD dA (eqwvalentemente, si A = A). 

Como vimos en el capftulo 2, hay conjuntos que no son ni abiertos ni 
cerrados (contienen a algunos de sus puntos frontera pero no a todos). 

La caracterixatidn siguicnte pennite una definition altemativa de coqjunto 

Proposicidn 7.2 Un conjunto es cerrado si y s6lo si su complementario es 

Demostracidn: Ejerdcio (problems 3). 
ejemplo. El conjunto 

se llama bola cerrada de centra xo y radio e. Es, en efecto, un conjunto 
cerrado y, en coherencia con su denotation, es la adherencia de la bola abierta 
B,{x o) (y se tiene 0B,{ xo) = OB,(x o) = )i6 R"; |x - xol = c) *2! S*(xo); 
problems 4). 

De las propositiones 7.1 y 7.2 se derivan las siguientcs propiedades de los 
coqjuntos cerrados: 

Proposicidn 7.3 1. 

(a) R" y el conjunto vacio 0 son conjuntos cerrados. 

(bj La intersection de cualquier coleccidn de conjuntos cerrados de R n es 
un conjunto cerrado de R". 

(c) La unidn de una cotectiOn finite de conjuntos cerrados de R" es un 
conjunto cerrado de R n . 

Demostracidn: Hdgase como ejerdcio (problems 5). 

Conviene profundizar en la estructura de la adherencia de un conjunto: un 
punto x de A puede o no pertenecer a A pero en cualquiera de los dos casos 
cumple (sea de int A o de dA) la condition de que en todo e-entomo suyo 
existe algtin punto de A, es decir 

(x € A) { 8 ,(i)nA ^0 para todo e>0} 

(claramente, se puede sustituir “todo e-entomo" por “todo entomo”). 


(7.9) 
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Observaciones: 

1. ij. = x en R" si y sdlo si se tiene la convergencia en R 

^liro |x» - x| = 0 

(y ndtese tarabiin que xt ’ x implica |xit| —3 |x| ). 

convergencia lima^x* = x se suele expresar de manera coloquial 
endo que cada c-entomo de x contiene a todos los t*rminos x k con * 
cientemente grande (o, tambiftn, a todos los t£rminos de la sucesidn 
« un ntlmero finito de ellos). 

3. La referenda “fc -• oo” se suele omitir cuando se deduce daramente del 
contexto. 

Teorema 7.1 x* -• x tiy sdlo si xf -• x, para cada i - l,...,n. 
Dcmostracidn: IMgase como ejercicio teniendo en cucnta que para cualquier 
punto x » (xi,...,Xn) e R" se tiene 

mdx |x,| < |x) < y/S mdx |z,| 


R"es 
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Comprudbesc que A es acotado si y sdlo si diam (/l) < oo. 

Una sucesidn {x*} sc dice que es acotada si el conjunto de todos sus 
elementos es acotado (equivalentemente, si {xf } es acotada cn R para cada 
i = Como en R, se comprueba inmediatamente que una sucesidn 

convergente es acotada. 

Una sucesidn {x*} se dice que es una sucesidn de Cauchy si para todo 
e > 0 existe un entero positivo N = N(e) tal que, si p,q > N, se verifies 
|Xj, — x 4 | < e (lo que es equivalents a decir que las sucesiones de ntimeros 

reales {xf}, i = 1 n, son, tod as ellas, sucesiones de Cauchy). BasAndose 

en el correspondiente resultado en R (uno de los resultados fundamentales de 
la recta real) se tiene: 

Teorema 7.3 £/no sucesidn de puntos de R" es convergente si y sdlo si es 
una sucesidn de Cauchy. 

La generalizacidn del teorema de Bolzano- Weierstrass tampoco ofrece de- 
masiada dificultad: 

Teorema 7.4 (Bolzano- Weierstrass) Toda sucesidn acotada de puntos de R" 


Demostracidn: Sea {x*} la sucesidn acotada bajo consideracidn. Conside- 
rarnos en primer lugar la sucesidn {ref}; es una sucesidn acotada de ntlmeros 
reales, por lo que, por el teorema de Bolzano- Weierstrass, posee una sub- 
sucesidn {xf”J tal que xf" -• xj cuando m -• oo. Consideramos ahora 
la sucesidn {xf"}, que tambidn es acotada, con lo que, aplicando de nuevo 
el teorema de Bolzano- Weierstrass, obtenemos una subsucesidn suya — que 
seguimos Uamando igual para no complicar las notaciones — convergente a 
un zf. La idea es ciara: tenemos ya una subsucesidn de {xj,} que 

converge en las dos primeras coordenadas; si n = 2, la demostracidn estarla 
terininada; si no, consider ariam os las terceras coordenadas de los elemcnt06 de 
dicha subsucesidn y asf, por un proceso de induccidn, obtendriamos, despuds 
de n extracciones, un subsucesidn {x*„} de {x*} convergente a un punto 

*0 = {»? de *"• 

Se pueden caracterizar median te sucesiones algunos de los conceptos topo- 
ldgicc® introducidos en el apartado anterior: 

Proposicidn 7.4 x© G R n es un punto de acumulacidn del conjunto A C R” 
si y sdlo si existe una sucesidn {x*} de puntos de A tal que x* xq para 
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Demostracidn: (i) Sea zq un punto de acumulacidn de A-, entonces, para 
todo k € N existe x k € B l/k (x o) con x k ^ zq y. claramente, x k -» zq. 

(ii) Reclprocamente, supongamos que x k — * zq; entonces, dado £ > 0 
cualquiera, existe N tal que x k e B e (zq) para todo k> N,es dear, existe 
x k £ B e (xo)nA con x k ^ zq, lo que signifies que zq es punto de acumulacidn 

Como consecuencia, se tienen las siguientes caracterizaciones de la ad- 
herencia de un conjunto y de un conjunto cerrado: 

Corolario 7.1 (a) X € A si y sdlo si existe urn sucesidn {z*} de puntos 

(b) A es cerrado si y sdlo si el limite de todo sucesidn de puntos de A 

Otra consecuencia interesante del teorema de Bolzano- Weierstrass es la 
siguiente: 

Corolario 7.2 Sean Ai,Ai,...,Aj,... subconjuntos no vacios, cerrados y a co‘ 
tados de R" tales que A\ 2 At 2 ... 2 Aj 2 Aj+i 2 - ■ Entonces, el conjunto 
(T£l4 esnovacto. 

En efecto, para cada k € N, elijamos un punto x k £ A k . La sucesidn {z*} 
estd acotada ya que estd contenida en el coqjunto acotado -4i; por tanto, posee 
una subsucesidn {zk„} convergent* a un punto zq. Puestoque z*„ € Aj para 
todo k„, > j y Aj es cerrado, se tendrf zo G Aj', y como csto es cierto para 
todo j € N se tendril z 0 € fljli Aj. 

(ejercicio: Prudbese que si, ademSs, diam (Aj) — • 0 cuando j — * oo, en- 
tonces (1JL, Aj consta de un sdlo punto. Esto generalize el conocido resultado 
en R relativo a mtervalos encajados, y, de hecho, se puede demostrar direc- 
tamente sin apelar al teorema de Bolzano- Weierstrass.) 

El teorema 7.4 se puede reformular ast: 

'teorema 7.5 (Bolzano- Weierstrass) Todo conjunto infinite y acotado de R" 
posee al menos un punto de acumulacidn. 

Series en R” 

En cuanto se tiene la nocidn de convergencia en R" se puede, como en R, dar 
el concepto de serie: Dada una sucesidn {z*} de puntos de R" se forma la 
sucesi&n de sumas parciales (Sn), donde 


Sn = *1 ■ 
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w limS„ = SeR" 


E**- s 

o simplemente £ X* = S, y se dice que la aerie £ n converge a S o que la 
suma de la serie es 5. 

Es claro que la serie en R n es convergent* si y s6lo si son conver- 
gentes todas y cada una de las series numericas £xf, • = 

Se dice que la serie es absolutamente convergente si la serie de 

ntlmeros reales £ |xt| es convergente. Como en R, se comprueba que si 
una serie es absolutamente convergente, entonces es convergente. 

Un criterio titil para la convergencia absolute es, tambita como en R, el 
crilerio de comparacidn de Weierstrass: Si es tal que |x*| < aj 6 R y 
la serie do ndineros reales no negativos Y. a * es convergente, entonces £x* 
es absolutamente convergente (y, por tanto, convergente). En efecto, se tendri 

0< £ M< 53 °* 

con lo que, por el criterio de Cauchy aplicado a las sucesiones de sumas par- 
dales El**! y resultardque 52 1**1 es convergente. 

7.3 Conjuntos compactos 

La propiedad expresada en el teorema de Bolzano- Weierstrass es esencial en la 
demostraddn de resultados fundamentales de miximos y mlnimos, continuidad 
uniforme, etc.. Por ello conviene distinguir a los conjuntos de R n en los que 
se puede aplicar dicha propiedad: 

DeBnicidn 7.8 Un conjunto K de R” se dice que es compacto si de lo- 
da sucesidn {x*} de elemenlos de K se puede ex truer una subsucesidn que 
converge a un punto de K. 


Teorema 7.6 Un conjunto K de R” es compacto si y sdlo si es cerrado y 
acotado. 



7.3. CONJUNTOS COMPACTOS 375 



Teorema 7.7 (Heine-Borel) Vn conjunlo K de R" cs compacts si y s6lo si 
tie toio recubrimiento abierto de K se puede extraer urn subcolcccidn finite 
que tambiti > recubre K. 


Demostracldn: (i) Es condicidn necesaria: sea K compacto y 
recubrimiento abierto de K. Como K es acotado, estA contenido ei 
n-dimensional C = [x € R"; -a/2 < xt < a/2, i = l,...,n} de 
centra 0 (un cuadrado en R J ; vAase la figura 7.1). 



I I I 
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C e s el producto cartesiano I\ X It X ... X /„ de los intervalos 
4 = (-o/2,o/2J , i = 1, o sea, el conjunto de puntos tales 

que x, € 4 (comprudbese que el didmetro de C es v/na ). Mediante la di- 
visidn de cada 4 en do® intervalos cerrados 4,1 = [-a/2,0] e 4,2 = [0, a/2] 
se obtienen 2" subcubos x I%a{2) x ... X 4v»(n)» donde o(t) vale 16 2, 
de lado a/2 y cuya unidn es C. 

La demostracidn precede por reduccidn al absurdo. Si no se puede extraer 
de 5 una subcoleccidn finita que recubre a K. entonces, la interseccidn de 
K con al menos uno, llamdmosle C\, de esos 2" subcubos tampoco puede 
recubrirse con un mimero finito de conjuntos de J. Apliquemos el mismo 
argumento a K\ = K flCi, que tambidn es compacto por ser cerrado y acotado, 
dividiendo a su vez C\ en 2" subcubos de lado o/2 2 . Obtcndremos as( una 
sucesidn de conjuntos compactos 


ninguno de los cuales puede recubrirse con una subcoleccidn finita de 3 y que 
satisfacen ademita diam(K„) < (a/2 m )Jn. Por el corolario 7.2 del apartado 
anterior, existe xo € fC_ 0 /f ”- Como "if*, ha y 111 mcnos ™ conjunto 
V de la coleccidn 5 tal que zo € V y, por ser V abierto, existe e > 0 
tal que B,(x o) C V. Dado que diam(K m ) 0 cuando m — oo.se tcndrA 
que Km C B,(x o) C V para m suficientemente grande, es decir, que tales 
K m quedan cubiertos por un dnico conjunto V de la coleccidn 3 . lo que 
contradice la hipdtesis de que If nose puede recubrir con una subcoleccidn 

finita de 3- 

(11) Es condicidn suficiente: Para ver que K es cerrado y acotado pro- 
cedemos tambidn por reduccidn al absurdo. Si K no fuese acotado, del 
recubrimiento de K formado por las bolas abiertas B m { 0), m e N, no se 
podria extraer ninguna subcoleccidn finita que tambidn recubriese a K. Si K 
no fuese cerrado, entonces existiria un pun to Xo e SK\K y los conjuntos 
Am = (x 6 R" ; |i - xo\ > 1/m) fonnarfan un recubrimiento abierto de K 
que tampoco satisfaria la hipdtesis. 


Observaciones: 

1. Analfcese la influencia de cada una de las liipdtesis mediante los si- 
guientes ejemplos: 

(a) K = Bi(0) , 5 formado por V m - Bi-i/m(0) , m = 1,2, ... 

(b) K = R" , 3 formado por V m = B m ( 0) , m = 1,2,... 

(c) K = Bi(0), 5 formado por Vh = {* € R n ;l < |x| < 2} y 

V m = B,-i/m(0),m=l,2,... 
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2. Tfenemos, pues, tres definiciones equivalentes para las conjuntos cora- 
pactos de R" : par la existencia de subsucesiones convergentes, mediante 
la nodbn de recubrimientos abiertos o, simplemente, como conjuntos cer- 
rados y acotados. 

3. Una aplicadbn simple y relativamente frecuente del teorema de Heine- 
Borel es la siguiente: dado un conjunto Jf yun niimero e > 0 es claro 
que K C U fl e (x); si K es compacto, exist iri una cantidad Bnita de 
puntos xi,...,xn de K tales que K C B,(x\) U ... U B,(xu). 

7.4 Lfmite y continuidad de una funcidn 

Como en el capltulo 2 poncmos: 

Deflnicidn 7.8 Sea / D C R” R™ y sea xo un punto de acumulacidn 
de D. Se dice que /( x) liene un lfmite I € R m cuando x tiende a xo. lo que 
se expresa por 

Um/(x)-l (7.12) 

si para todo e > 0 easte 6 > 0 tai que las relaciones 

x € D, 0 < |x - Xo| < 4 (7-13) 


implican |/(x) — (| < E. 

El lfmite, caso de existir, es Onico (prubbese como cjerddo). En lugar de 
(7.12) se escribe tambibn “/(x) -» l cuando x -* x 0 ". 

Como para las fundones de una variable, se puede dar una definicibn equi- 
valents de lfmite utilizando sucesiones: 

Teorema 7.8 Sea f : DCR n — R m y sea xo un punto de acumulacidn de 
D. Las dos afirmaciones siguientes son equivalentes 

(i) limf(x)=l 

(ii) Para toda sucesidn {x*} C D con x t jb *o para todo k y tal que 
x t -xo, se time f(xt) — * l. 

Demostracibn: (i) => (ii). Supongamos que lim /(x) = l y que {x*} es 
una sucesibn de puntos de D distintos de xo que converge a xo- Entonces, 
dado e > 0 existe, por una parte, 6 > 0 tal que, sixeDy 0 < |x — xo| < 4, 
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|/(x) - (| < s y, pot otra, un entero N tal que, a k> N, |x* - xo| < 6. Se 
sigue de ello qae, dado e > 0, existe un entero N tal que | /(**) - (| < e para 
todo k>N,es decir, que /(la) -» I. 

(is) =» (i). Vamos a probar que si se satisface (it) y no se satisface (i) se 
Uega a contradiccidn. Bn efecto, si no es cierto que lim /(x) = 1, entonces, 
existe un i > 0 tal que, cualquiera que sea 6 > 0, existe un punto x< yi xo 
con 0 < - Xol <6 para el que |/(xj) — 1| > 8. Tomando los ndmeros 

6t = l/l fc, k = 1,2,..., se obtiene una sucesidn (n) con xj, / xo que converge 
a xo tal que /(x t ) no converge • (, lo que contradice la hipdtesis (ii). 

De las propiedades de la convergcncia de sucesiones o directamente de la 
definicidn 7.9, se deducen ficilmente las siguientes propiedades de los llmites: 

Proposlcidn 7.5 Si lim /(x) =o, lim g(x) = 5, entonces 

(i) Um(/(x)± 9 (x)) = a±» 

(it) lim c/(z) = oo, pom tab c € R 

(Hi) Jim (/(x).jKx)> = (0,6) 

Asimismo, de los teoremas 7.1 y 7.8 ae deduce que, en realidad, las cues- 
iiones de llmites de funciones vectoriales se pueden reducir al caso m = 1 
estudiado en el capftulo 2: 

Proposicidn 7.6 iim f(x) - 1 = (li, .,U) si y sdlo ai to/i(x) = U- 
Como para las funciones de R 2 en R se tiene: 

Proposicidn 7.7 Si existe e > 0 tal que todos los puntos de B : (x o) pertene- 
cen a D excepto quizds el propio xo , y 

i = j to/(x) 

entonces, para todo vector umtano u € R n , |u| — 1, se tiene 

Jim/(xo + tu) = I (7-14) 

Los puntos Xo + tu, t € R, describen la recta de R" que pasa por xo y 
tiene a u por vector direeddn; el llmite (7.14) cs el Kmite de la funcidn de 
una variable 


R 3 1 1 — • /(xo + tu) € R" 
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y lo podemos considerar como el Umite dtreccionai de / en xo segiln la direc- 
tion rectiUnea dada por el vector u. 

Como vimos en el capftulo 2, el recfproco de esta proposition no es cierto: 
puede ocurrir que existan y coinddan los Umites segun cualquier recta que 
pasa por xq y que, sin embargo, no exista jim /(x). 


Observation: La existenda de Umite depende del conjunto D desde el que 
nos acercamos a zq (nOtese cOmo en la definition de Umite aparece claramente 
la cldusula x € D, lo mismo que en la version por sucesiones del teorema 
anterior). Sea, por ejemplo, la funciOn 

/(»,») - jfp » (*.») * <°.°) . /(«.«) - ° 


y (xo.l/o) = (0.0). Si D = R 2 , entonces no exists l>m. )i(0 0) f(x,y), oomo 
se comprueba fOcilmente calculando los Umites segiin las rectas que pasan por 
el origen. Sin embargo, si V = {(x, y) € R J ; x 2 < y < 2X 2 }, entonces, para 
(0,0) (x,y) 6 O se tiene 


I/(*.V) -01 < 


<4\x\ 


de donde se deduce que lim^ o^ (M) /(*. V) = 0. Algo semejante ya se daba 
en funciones de una variable: puede ocurrir que no exista lim,-^,, /(x) y que 
sin embargo existan los Umites laterales lim^,- /(*) y lim,.^* /(x), que 
son los Umites cuando nos acercamos a xo desde, respectivamente, (-oo,Xo) 
y (xo.oo), si bien en este caso la terminologia es suficientemente explfcita y 
no cabe ninguna ambigfledad en la interpretation de estos Umites. 


La definition de continuidad tambitii es, naturalmente, la misma que la 
del capftulo 2: 

Definition 7.10 / : D C R" — • R m se dice que es continue en xo € D si 
Urn /(x) = /(xo) (7.16) 


Como comentObamos alU, en realidad, la condition (7.15) no tiene senti- 
do si xo no es punto de acumulatiOn de D, o sea, si se trata de un junto 
aislado de D. Salvamos esta situation excepcional acordando que (7.15) se 
verifica automdticamente en un punto aislado xo, o sea, que /(x) es por 
definition continua en todo punto aislado de D (lo que, realmente, no choca 
con la definition 7.9 si tomamos / = /(x o) y, con un S > 0 suficientemente 
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pequeno, permitimos que la condicjdn de aquilla sea, para un punto aislado 
xn, “x e D, 0 < |i - xo| < & implica |/(x) - 1| < e": es el propio x a el 
dnico punto x que interviene en la condicidn, donde se ha cambiado el sif 
< por < , y data resulta trivialmente satisfecha). Con esta aclaracidn, 
definicidn de continuidad se puede expresar en la forma equivalente (y q 
por tanto, podrfamos tomar como definiddn original de continuidad) : 

Dcfinicidn 7.11 ft DC R" -• R m se dice que es continue en xo 6 D si 
para todo e>0 existe 6 > 0 tal que las relaciones 

xeD, |x-xo|<5 

imp/icon 

\f(x)-J(xq)\<c 

Se dice que / es continue en un conjunto A C D si es continua en cada 
uno de los puntos de A. (En el caso muy espedal en que A est6 formado 
dnicamente por puntos aislados, cualquier funcidn definida en A es continua 
en A.) 

La continuidad tambidn se puede caracterizar por sucesiones, como sabc- 
mos de la teorfa de funciones de una variable: 

TBorerna 7.9 Sea f : D Clf - R m . Las dos qfirmaciones siguientes son 
equivalentes 

(i) f es continua en el punto xo CD. 

(ii) Para toda sucesidn {x*J C D tal que zt -• xo, se tie ne /(x*) — • /(®o). 

La demostracidn es la misma que la del teorema 7.8. (Si xo es un punto 
aislado de D, las dnicas sucesiones que entran en juego son las que, a partir 
de un cierto indice, se estabilizan en el valor const ante xo.) 

De la proposicidn 7.5 se deriva: 

Proposicidn 7.8 Si f y g son continues en xo, tambiCn lo son f ±g y cf 
para todo c € R 

Como en la proposicidn 7.6, y como consecuencia de ella, la continuidad 
de una funcidn / — (/i,...,/ m ) se puede verificar por la continuidad de sus 
componentes: 

Proposicidn 7.9 / = (/i ,-,/m) « continua en xo si y sdlo si cada f, es 
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En el capftulo 2 enunciamos varios resultados parciales relativos a la com- 
posicidn de fundones continuas. Demostraremos a continuaddn el resulta- 
do genera] del que aquellos son casos particulares. El planteamiento es el 
siguiente: si / : D C R" — . R m , g : Ji C R™ — ST y f(D) C SI, en- 
tonces estd definida la aplicacidn compuesta g o / : D C R n — > R p por 
(3° /)(!) = »(/(*))• >>ien, se tiene: 

Tfeorema 7.10 Supongamos que J : D C R n — * R m , g : fl C R m — * R p 
y J(D) CD. Si f es contmua en xo 6 D y g es continue en yo = /(x o), 
entonces go f es continua en xq. 

Demostracidn: Dado e > 0, heraos de encontrar 6 > 0 de modo que 
|(j ° /) (i) - (9 o /) (*o)l < £ siemprc que i£fl verifiquc |x - xo| < «. Por 
la continuidad de g en 90 = /(x 0), existe i) > 0 tal que 

y € 0 , |y - /(*o)l <>?=> ls(y) - s(/(*o))l < « ( 7 - 16 ) 

A su vez, por la continuidad de f en xo, existe 6 > 0 tal que |/(x) - /(xo)| < <1 
siempre que x € D y |x - xo| < Podemos, entonces, sustituir y = /(x) en 
(7.16) y conduir que, como queriamos, 

x € D , |x - xo| < i — > |g(/(x)) - 9(/(xo))| < e 

Observacidn: En correspondenda con la ohservaddn precedente acerca de 
los lfmites, cabe dedr que la nocidn de continuidad depende del conjunto D 
en que suponemos definida la funddn y, asf, la funddn 

/(*,») = * (*•») 5* O.0) . MO) = 0 

no es continua en el punto (0,0) desde D = R 2 pero sf lo es desde 
Df = {(x,y) € R J ; x 2 < y < 2x J ). Desde luego, lo mils ffecuente es que, 
en el estudio de una funddn /, el conjunto D en cl que se supone que est.4 
actuando sea el propio dominio de definiddn de / y podrfa pensarse que la 
restricddn a un conjunto O' como el anterior es una pequena “trampa” para 
fabricar un limite para una funddn que realmente no lo tiene o hacer con- 
tinua una funddn que realmente no lo es. Pidnsese, sin embargo, que dicha 
restricddn podrfa tener perfecto sentido en el siguiente problems: Minimizar 
f sujeta a y > x 2 , y < 2X 2 . Ndtese, por otra parte, que tomando D = R 2 
como dominio de /, / no es continua en O' (aunque sf lo es desde O') ya 
que no es continua en cada punto de U (desde D). En otras palabras, y 
para precisar las ideas, si denotamos de manera distinta a ambas fundones, 
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llamando / a la funcidn dada con dominio R J y g a su restricddn a D', 
podemos decir lo siguiente 

8 cs continua en Df 

/, que es una extension de g, no es continua en D ' 

0 sea: Que g sea continua en D* no implica que admita extensiones que sf 


Funciones continuas y conjuntos compactos 

Las funciones continuas tienen la impoctante propiedad de que transfers 
conjuntos compactos en conjuntos compactos: 


cada y k cxiste^un x k € K ud que y k = /(**); como, por hipdtcsis, K es 

J-TiB -75^ M). * tendr4, dc acuerdo 000 61 tcoreraa 7-9 ’ 


es decir, exist™ x' eK > i" 6 K tales que 

/(**) < /(*) < /(*") pantodozeK 

r, /(*) e 


fe de la recta R; por ser 


>, f(K) tiene un supremo Myun fnfimo 
t* e /f y i“ 6 /f tales que /( **) = m, /(*“) = M. 


(0 « i )“^TT ,/ ( r 1“ I °, 1) 
(«) /(*)=;. /((o. ID = Il.ee) 
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Continuidad uniforme 

Si / es continua en un conjunto A, el niimero 4 > 0 correspondiente, en la 

definition de continuidad, a un e > 0 dado, depended, en general, del punto 

xq e A considerado. Cuando para cada e > 0 existe un < = 4(e) > 0 con el 
que se satisface la definition de continuidad para todo xo 6 A, se dice que / 

Definition 7.12 Una funcidn f : A C R" — « R m se dice que es uniforme- 
mente continua en A si para todo e > 0 exists 6 >0 tat que las retadones 

x.y 6 D, |x-y| <4 

implican 

l/(*)-/(v)l<* 

La propiedad de continuidad uniforme es estrictamente mis fuertc que la 
continuidad, es decir, existen funciones continuas que no son uniformemente 
continues, como muestran los ejcmplos, seguramente ya conocidos por el lector, 
de las funciones f(x) = l/x en (0,1] y g(x) = x 3 en R (compruibense 
los detalles como ejercicio). Ahora bien, en un conjunto compacto las dos 
propiedades son equivalents: 

Teorema 7.13 Sea K un conjunto compacto de R" y sea f : K — • R m 
continua en K. Entonces, f es uniformemente continua en K. 

DemostraciOn: Supongamos que / es continua pero no uniformemente con- 
tinua en K. Entonces, existe algiln e > 0 tal que para cualquicr 4 > 0 que 
elijamos hay dos puntos x,y € K que verifican 

I* — ir| < 4 y ]/(*) - /(y)| > « 

Tomemos, en particular, 4* = 1/fc, k = 1,2,...; entonces, para cada k e N 
existen xs , ys tales que 

I** -Wtl < i/* y !/(**) - /(wa)l > £ (7.17) 

Por ser K compacto, la sucesiOn (n) tiene una subsucesiOn {*»„,) conver- 
gente a un punto x € K. De la primers desigualdad de (7.17) se deduce 
— teniendo en cuenta la desigualdad |x — < |x — + \xt^ — — 

que la subsucesiOn (yj,_} converge tambiOn a x, y de la segunda, que /(xfcj 
y no pueden converger al mismo punto; pero esto contradice la con- 

tinuidad de /, la cualimplica que ambas sucesiones han de converger a /(»). 
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Llegamos, pues, a una contradiction con la hipOtesis y la fundOn / ha de ser 
unifonnemente continua. 

Por el interts que tiene en contextos mis generales el argumento utilizado, 
merece la pena hacer tambiOn la demostraciOn utilizando el teorema de Heine- 
Borel con la idea que se apunta en la observation 3) con que finaliza el apartado 

Sea e > 0. Por la hipOtesis de continuidad se tiene que para todo ( 6 /C 
existe 6 = 4({) > 0 de modo que 

*€/C,|x-t|<««)=> 1 /(«) - /({)| < e/2 (7.18) 

La familia de bolas j{i ) , £ € K, constituye un recubrimiento abierto 

de K\ por ser fete compacto, existe un ntlmero finito de puntos de 

K c Bkw/zK,) u ••• u 

Sea 6 = min{4({,)/2,...,4({ N )/2} y sean x,y e K talcs que \x-y\< 4; 
entonces, existe algiin (j, 1 < j < N, tal que x € B« 08 decir 
|tr - ^| < «(^)/2 < adcmds 

|w-€,| < + <« + *({j)/2 < Hi j) 

Por la continuidad de / en (j, se tiene 

|/(*) - /({,)! < e/2 y |/(y) - /({)| < e/2 

l/(«) - mi < |/(*) - Mt)\ + 1 f(y) ~ m\ < e/2 + e/2 - e 
como querlamos demostrar (parecerfa, en principio, que se podrfa trabajar con 
el recubrimiento formado por las bolas B«(fl({) , i € K, pero enseguida se ve 
que las cosas se complican y hay que hacer la correction a Bg^y j({) , ( € K). 

Un tipo de funciones unifonnemente continuas que aparecen en diversos 
contextos en el andlisis matemitico son las funciones lipschitziams: 
Definition 7.13 Una funcidn / se dice que es lipschitziana o que satis- 
face una condicidn de Ltpschitz en el conjunti) A C Dom f si existe una 
constants fc > 0 tal que 

l/(*)-/(v)l<*l*-vl 

pora todo par de puntos x,y € A. Si, en particular, k < 1, se dice que f es 
contractive. 
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Una funcidn lipschitziana tiene evidentemente la propiedad de continuidad 
uniforme pues para cada e > 0 basta tomar 6 — e/k. El recfproco no es 
cierto; por ejemplo, la funcidn de una variable f(x) = x* es continua en 
todo R y, por tanto, uniformemente continua en cualquier intervalo compacto 
[a, 5]; sin embargo, no satisface ninguna condiddn de Lip6chitz en el intervalo 
[0, lj; en efecto, si asf fuese, existiria una constante k > 0 tal que 

l/(*) - /(0)| < * |* - 0| = * |x| 
para todo x 6 [0, 1). Pero esto implicarfa 



para todo x € (0, 1], lo que, claramente, no es cierto: basta tomar x suficien- 
temente pequeno para contradedrlo. 

Convorgencia uniforme 

En el curso de funciones de una variable se estudian sucesiones y series de 
funciones y su convergencia (vdase, por ejemplo, |10]). Las ideas y resultados 
se extienden sin dificultad a funciones de varias variables con valores vecto- 
riales: Sea {/*} una sucesidn de funciones If. DC R" — > R m . Para cada 
x € D y {/*(*)} es una sucesidn de puntos de R m ; si {/fc(z)} converge, el llmite 
dependerd, en general, de x y lo deno tamos por /(x). Quedard asf definida 
una funcidn x i — • /(x) en el conjunto AC D Ac puntos para los que {/t(x)} 
es convergente y la situaddn se describe diciendo que {/*} converge punlo a 
punto (o pvntuaimente) a / en A. Con precisidn: 

Deflnicidn 7.14 Sea {/*} nna sucesidn de funciones ft : D C R" — . R m . 
Se dice que (ft) converge punto a punto (o puntualmenle) a la funcidn 
f en A C D si para todo e > 0 y todo x € A existe un m imero natural 
Af(e,x) tal que 

!/*(*)- /(x)l<* P*™todo k>N(c,x) 

(Por ejemplo, la sucesidn de funciones ft : [0,oo) — - R definidas por 
ft(x) = x* convergen en A = [0, 1] a la funcidn 

/(*) = 0 si 0 < r < 1, /(l) = 1 
si x > 1, {x*} diverge.) 

Si en la deflnicidn anterior ocurre que para cualquier e > 0 e! numero A' 
subordinado vale para todo punto x 6 A, se dice que las funciones convergen 
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Definicidn 7.15 Sea [fk] una sucesiAn de funciones /* : A C R n — -» R”*. 
Se dice que {/*} converge umformemente en A a la funcidn f si para 
todo e > 0 existe un nOmero natural N[e) tal que 

\fk(x) - /(x) | < e para todo k > N[e) y todo x € A 

Es ffcil probar que la convergencia uniforme es equivalente a propiedad de 
Cauchy uniforme: 

Deflnicidn 7.16 Sea {/* } una sucesiAn de funciones fk : AC R" — • R"‘. 
Se dice que {/*} tiene la propiedad de Cauchy uniforme en A si para 
todo e > 0 existe un oilmen) natural N(e) tal que 

| /p(x) - /,(*)| < t para todo p> Jtf(e), q > N(c) ytodo xtA 

(0bs6rvese que esta propiedad garantiza la existencia de la funcidn llmite 
ya que los puntos {/»(*)} foraian para cada x e A una sucesidn de Cauchy, 
por tanto, convergente, de puntoe de R n .) 

Si hay convergencia uniforme, la continuidad de los tdrminos de la sucesidn 
se hereda por la funcidn Kmite: 

Toorema 7.14 Sea [fk) una sucesiAn de funciones fk ■ A C R" — • R m 
continues en A. Si fk — f u niformemente en A, f es continua en A. 

Demostracidn: Sea xo € A cualquiera. Por la desigualdad triangular se 
tiene para todo teN: 

|/(*) - fix o)| < \f[x) - A(*)| + 1 AM - /*(*»)! + IA(*») - /(*■>)! ( 7 - 19 ) 

Dado e > 0 podemos elegir, por la convergencia uniforme, un N 6 N 
suficientemente grande tal que 

| /(*) - f N (x)\ < e/3 para todo * € A (7.20) 

En particular, 

I/n(*o) - f[xo)\ < c/3 (7.21) 

Por ser fn continua, existe S > 0 tal que 

|/k(x) - /ar(xo)l < e/3 para todo x € ADBs(xo) (7.22) 
Utilizando (7.20), (7.21) y (7.22) en (7.19), con fc = IV, se tiene que, para 
todo x e A n B$[x o), | f(x) - /(xo)| < e/3 + e/3 + e/3 = e. 
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(La convergencia de las funciones continuas ft(x) =i*enX = [0,1] no 
es uniforme ya que la funcidn Umite no es continua.) 

Como en el apartado 2, tambidn se puede dar el concepto de serie de 
funciones a partir de una sucesiOn de funciones fy : A C R” — . R m y de la 
sucesiOn de sumas parciales 

Si *(*) = /i(*) + — + /*(*) 

Para cada r€d, £ fy(x) es un serie de puntos de R m ; si converge para 
todo x e A; o sea, si converge a un punto S(x) la sucesiOn de sumas parciales 
{S/v(x)}, se dice que la serie £ fy converse panto a punto en A. Si {Sjv} 
converge uniformemente en A, sc dice que £ fk converge uniformemente en 
A. El Umite de la sucesiOn de sumas parciales es la sums de la serie y se escribe 

Sm th- 

Del teorema anterior se deduce inmediatamente: 

Teorema 7.15 Sea {/»} una sucesiOn de funciones fy : A g R" — » R m 
continuas en A. Si Y, fy converge uniformemente en A, entonces la suma 
de la serie es una funcidn continua en A. 

Combinando este teorema con el criterio de comparacidn de Weierstrass 
que menciondbamos en el apartado 7.2, se tiene el aiguicnte rcsultado prdctico: 
Corolarlo 7.3 Sea {/*} una sucesiOn de funciones fy ■ A C R" — • R"‘ 
continuas en A. Si exists una sucesiOn de ntimeros reales {a*} tales que 
|/*(x)| < ay para todo x € A y la serie £a t es convergente, entonces la 
serie de funciones £ fy converge uniformemente en A g la suma de la serie 
es una funcidn continua en A. 

Caracterizacidn de Hausdorif de las funciones continuas 
Comencemos con el caso mds simple de una funcidn dcfinida en todo R n . La 
propiedad de ser / : R n — • R m continua en *o € R" puede expresaise asf: 
para todo e > 0 existe un 6 > 0 tal que 

B,(xo)cr\B.U(*o))) (7.23) 

(recudrdese que para cualquier aplicacidn / : A — • B, la imagen inverse de 
un subconjunto V de B es el subconjunto de A : 

r‘(V) = {x€A;/(x)eB}) 
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Teniendo en cuenta la definicidn de entorno de un punto vemos que la 
condition (7.23) es equivalenle a: 



en ttominos de conjuntos abiertos y cerrados: 


Tfeorema 7.16 Dado / : R" — • R m , las Ins afirmadones stgvientes son 
equivalentes: 

(i) / es continua en R", 

fit) Pom todo amjunlo nkierto V c R m , f~'(,V) es un conjtmlo abierto de 

R", 

(iii) Pam todo conjunto cermdo G C R m , f~'(G) es un conjunto cermdo de 
R n . 

Demostracidn: (i)=»(ii) Sea V C R m abierto y sea xo € f~‘(V) cualquieraj 
entonccs, f(x o) EVyKa entorno de /(* o), ya que un conjunto abierto si 
y sdlo si es entorno de todos sus puntos; por (7.24), es entorno de io, 

y, al ser Xo € A arbitrario, eso quiere decir que / _1 (V) es abierto. 

(ii)=>(i) Sea i 0 € R" cualquiera; hay que probar que f es continua 
en io; sea e > 0 dado; el conjunto B e (f(x o)) es abierto, luego, por (ii), 
/ -I (B,(/( io))) es un abierto que contiene a io; por tanto, exist® 6 > 0 tal 
que D«(io) C f~‘(B,(f(xo))), pero esto signifies que / es continua en xo, 
como express (7.23). 

(ii)e»(iii) Esto se comprueba fadlmente tomando complementarios. 

En el caso general de una funcidn / : D C R" — < R m , hay que comen- 
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Compruibense los siguientes hechos: 

(a) V C D es entorno de xo relative a D si existe 6 > 0 tal que 
Be(xo)nDCU. 

(b) A C D es abierto relativo a D si y sOIo si para todo x € A existe 
6(z) > 0 tal que B<(,)(x) n D C A (o sea, si es entorno relativo de 
todos sus puntos) (Indication: Si A = D fl U, entonces cualquier 
x e A pertencce a U, abierto de R”, con lo que existe S(x) > 0 tal 
que B {(l) (z) C U y B ((x) (x)nD C A. Para el recfproco, considSresc el 
abierto {/ = |J{BW*);* € d}). 

(c) A C D es cerrado relative a D si D \ A es abierto relativo a D. 

Con estos conceptos, la afirmacidn (7.24) y el teorema 7.16 valen para 
(unciones f:D C R" — ■ R m cambiando los t6rminos entorno de io. abierto 
de R" (R m ) y cerrado de R” (R m ) por los corrcspondientes conceptos relativos 
a D (/(D)). (Complttense los dctaUes como ejerdcio). 

ObsCrvese que la definiddn de continuidad en un punto (lo mismo que la 
de limits), que cs relativa al conjunto D en cl que suponemos delinida la 
funcidn, queda perfectamente precisada mediants estos conceptos topoldgicos 
relativos a D (reinterprMese, en particular, el convenio anteriormente indicado 
de considerar que cualquier funcidn / : D -• R” es continue en un punto 
aislado de D, as( como las distinciones que cstabledmos en su momento a 
propdsito de la continuidad desde un coojunto y la continuidad en un conjunto. 
TambiCn son ejercicios interesantes releer a la luz de los resultados anteriores 
la demostracidn de que la composition de funciones continuas es continua y 
rehacer la demostraciOn de que la imagen de un compacto por una funciOn 
continua es un compacto utilizando recubrimicntos). 

Corolario 7.4 Sen / : D C R” — • R continua y sea ceV. Los conjun- 
tos (l6D; f{x) < c} y {* € D; /(*) > c) son abtertos y los conjuntos 
{* e D; f(x) < c}, {z € D; /(z) > c} y {z € D; /(z) = c} son cermdos 
(relativos a D). 

Este corolario (vOase tambiOn el problems 2.10) permits establecer fScil- 
mente si son abiertos o cerrados conjuntos definidos en R" mediants igualdades 
o desigualdades. Por ejemplo, el conjunto de R 2 

A = {(*,v); *y>i,y<4-x 2 } 
es cerrado por ser intersection de los conjuntos 

A, = {(*,»); /(*,y) > 1} , A t = {(x,y);g(z, y) < 4} 
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ambos cerrados por ser continuas en todo R 2 las funciones f{x,y) — xy, 
g{x,y) = x‘ + y. 

La caracterizacidn (7.24) serA la que se utilice coroo definition de con- 
tinuidad en el contexto general de los espatios topolOgicos y de ella derivarA 
como aquf la afirmacidn del teorema 7.16 (vAase la nota 1 de final de capftulo). 

7.5 Normas en R" 

Cualquier aplicacidn 

N : R" — » (0,oo) 

que satisfaga, como la norma euclfdea x |x| = (x?+...+xJ)i , las propiedades 

N(x) > 0 para todo x € R" y N(x) = 0 si y sdlo si x = 0 (7.25) 

N(x + y) < JV(x) + N(y) (dengualdad triangular) (7.26) 

ff{ac) = |e| N(x ) , c e R (7.27) 

se dice que cs una norma en R n . Por ejemplo, se comprueba fAcilmente que 
tambiSn son normas en R" : 

W,-|x 1 | + ... + |x 1 .| (7.28) 


|x|„ = max{|x,| |x,|} (7.29) 

A una norma N : R n — > (0, oo) estA asociada una distancia entre puntos 
de R n dada por 

dn(x,y) - N(x - y) (7.30) 

que satisface tambiAn las propiedades (7.6), 7.7) y (7.8) de la distancia euclfdea. 
Con ella se pueden definir las correspondientes bolas abiertas 

{x e R” ; N(x - xo) < e} (7.31) 

de centre xo y radio e (en la figura 7.2 se muestra la bola unidad correspon- 
diente a la norma euclfdea, |..|, y |..| M ). 

Y con las bolas abiertas, se definen los conceptos de entorno, conjunto 
abierto (y la familia de conjuntos abiertos sera la topologia definida por la 
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norma N), interior, frontera, conjunto cerrado, convergenda de sucesiones, 
conjunto compacto, funeidn continua,.... Pues Wen, resulta que todos estas no- 
dones topoldgicas son independientes de la norma en R n que se utilice para 
definir los e-entomos (7.31) y eso permit ira, a la bora de trabajar con dichas 
nociones, utilizar en cada caso la norma que resulte mis cdraoda. La razdn 
de ello estriba en el resultado fundamental, que enseguida demostraremos, de 
que en R" todas las normal son eqmvalentes. 

Deflnicidn 7.17 Dos nomas N, y N 2 en R" son equivalents si existen 
dos constantes A > 0, B > 0 tales que 

A Afj(*) < N,{x) < B Nj(i) (7.32) 


para todo x € R” 

((7.32) equivale a B~' Af,(*) < Wj(x) < A~' N,(x), con lo que se trata 
efect ivamente de una reladdn de equivalenda ya que tambi&i es claro que si 
Ni es equivalente a Nt y A/j lo es a Ns, entonces Nt es equivalente a Ns). 
Se tiene, por ejemplo, 

Hi < t/n|*l S VnMi (7-33) 

(vGase el apartado 1.4) y tambifn 

l*L<N<N,<nNco (7-34) 

Si dos norraas N\ y Nt son equivalentes, entonces, dado el conjunto 
)i£R"; Ni(x - x 0 ) < e), se tiene, por (7.32), que 

{x € R n ; Nt(x -xo)< e/B) C {* € R" ; N, (x - xo) < ?} 

es decir, que todo e-entorno para la norma Ni contiene un e-entomo para 
la norma Nt; en consecuencia, a A es un conjunto abierto en la topologia 
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DemostracUSn: Se tienc 

N(x) m N (g *,*,) < (por (7.26) S g W N M S 
< M|i|, < (por (7.33) < My/n\x\ 

siendo (ej, ...,e„} la base candnica de R" y M = max{ AT(e,)}. Por otra parte, 
por la desigualdad triangular 

|JV(x) - N(p)| < N(x -y)< My/n \x - y\ 

de donde se deduce que N : R" — « R es (uniformemente) continua. En con- 
secuencia, alcanzarA un valor mAximo B y un valor mfnimo A en el conjunto 
compacto Si = (x € R"; |x| = 1}. Si z 6 R n , x ? 0, se lendrA x/|x| € Si, 

X5W(*/N)-^W(z)<B 


A |x| < N{x) <B|r| 

desigualdad que obviamente se satisface t ambit'll para x = 0. 

7.6 Aplicaciones lineales 

Las aplicaciones lineales de R" en R m que se estudian en Algebra lineal son, de 
hecho, las funciones vectoriales mAs simples. Como se sabe, a una aplicacidn 
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lineal L: R" — < R m estd asociada una Unica matriz m x n 



tal que, si y = Lx, 

Vi = £«y*j.* = 1 m < 7 - 37 ) 

En particular, Lie,) = (a u , ....am,) (la imagen por L del vector j-Asimo 
de la base candnica es la columns j-dsima de la matriz; (7.37) express sira- 
plemente el producto usual de una matriz por un vector columns). Se puede, 
pues, identificar el coqjunto £(R",R m ) de aplicaciones lineales de R n en R m 
con el conjunto M m . n de matrices m x n, el cual, a su vez, se identifies de 
manera natural al espacio R mx “ (contemplando la matriz A = (ay) como 
una (m x n)-upla ordenada de nilmeros reales, colocando, por ejemplo, la 
segunda columna despuds de la primers y asi sucesivamente). 

Las aplicaciones lineales son uniformementc continues: 

Proposlcldn 7.11 Sea Le £(R",R m ); pora tedo x € R" >e time 

|£z| < W |i| con M = (7 38) 


En efecto, basta aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz a la suma de 
(7.37): 

w 2 < ^XJi°.ji 2 j w 2 j 

ysumaren t del an. 

De (7.38) se deduce, por la linealidad de L, 

\Lx-Ly\ = \U.x-y)\<M\x-y\ (7.39) 

y de aqul, que L es lipschitziana y, por tanto, uniformemente continua en R". 

La identificacidn de £(R",R”*) y Mmxn con R"’ x ” nos permits hablar 
de la norma de una apUcacufn lineal L € £(R", R" 1 ) (o norma de una matriz 
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mxn), y todas las normas de L son equivalentes (por ejemplo, el niimero M 
de (7.38) es la norma euclfdea de L, o de su matriz asodada A = (<ty), en 

Fijadas unas dcterminadas normas en R" y R m , tiene especial interns la 
norma uniforrae de una aplicaddn lineal L : R n — * R m , definida por la 
magnitud 

Ill'll = max{|ii| ; |z| < 1} (7.40) 

Est4 bien definida pues (z e R"i |x| < 1) es compact© y L, como 
acabamos de ver, es continua (con lo que se puede aplicar el teorema de 
Weierstrass a la aplicacidn compuesta x Lx >— \Lx\ 6 R). CompruSbese 
como ejercicio que, efectivamente, satisface las propiedades (7.25), (7.26) y 
(7.27) de norma en R mx ". Se tiene adcmds 

\Lx\ < ||L|| |z| para todo x € R n (7.41) 

(si z = 0, entonces |£x| = 0 = ||Z,| |z| y si x ^ 0, entonces |z| / 0 y |z| — 1 z 
tiene norma 1, con lo que, por la definicidn (7.40), results 

M>k (W“‘*)| “M"' W)- 

|| 7. || es la menor constante k para la que se verifies 
\Lx\ < k |z| para todo z € R” 

(el valor M de (7.38) no es, en general, el dptimo; por ejemplo, si L es la 
matriz identidad en R 2 , se tiene M = v/5 > 1 = ||L||). 

Tambifin se tiene 

PI = max{|tz| ; |z| = 1} = sup ; z € R", z / o| (7.42) 

Si T e £(R",R m ) y Se £(R m , R' 1 ), entonces la composicidn ST satisface 
ST e £(R",R p ) y 

IISTH < |S|| Ill’ll (7.43) 

En efecto, basta tenet en cuenta que, siendo z e Bi(0), 

|(ST)(z)| = |S(Tz)| < ||SB |Tz| < ||S|| ||T|| 

y que ||ST|| = max{|(ST)x|; |z| < 1). (Como se sabe, el product© de dos 
matrices puede ser la matriz cero aunque no lo sea ninguno de los factores, 
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por lo que en (7.43) no se puede remplazar la desigualdad por una igualdad.). 
En particular, si £ 6 £(R”) =s M„ es R"’, entonces 

||t*| < |L|* * = 0,1,2,... (7.44) 

Hay otras normas de matrices (aplicaciones lineales) que tambiAn verifican 
las iraportantes desigualdades (7.41) y (7.43) y que, frecuentemcnte, son mAs 
fAciles de manejar que la norma uniforme. Asl, es fAcil comprobar (hAgase 
como ejercicio) que la norma 

W.-EEM (7,45) 

verifica (7.41) cuando se toma en R n y R m la norma |..|, , asl como la desi- 
gualdad (7.43) para el product© de dos matrices. 

Insistamos en que la norma uniforme depende de las normas utilizadas 
en los espacios R" implicados (problemas 30 y 31). Si no se indica nada en 

7.7 Conexidn 

Como decfamos en el capftulo 4, la idea intuitiva de conjunto conexo es la de 
que estA hecho de una sola pieza. La manera precisa y general de fijar esa idea 
es mediante la siguiente 

Deflnicidn 7.18 Se dice que SCR" es conexo si no es posible encontrar 
dos conjmtos abiertos A\ y A% tales que 

i) Cx = Sr\Ai^»,Ci = SnAt^9 

ii) CinC a = 0 


En otras palabras, S C R" es conexo si no existe ninguna pareja de 
abiertos relativos a S no vados CiyCi tales que S = CiUCi y C\ flC2 = 0, 
lo que equivale a decir que el tinico subconjunto no vaclo de S que es a la vez 
abierto y cerrado relativo a S es el propio S (figura 7.3). 

Despufe veremos que la definicidn que dimos en el capftulo 4 de abierto 
conexo es equivalente a Asta. 

Los intervalos de la recta real R son los ejemplos mAs simples que respon- 
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Teorema 7.17 Un subconjunto S de R es conexo si y silo sies un intervalo. 

Daremos la demostracMn al final del apartado. En particular, R es conexo, 
es dccir, los dnicos conjuntos de R que son a laves abiertos y cermdos son 
el propio R y el suhconjunto vacto. Lo mismo ocurre para R", como veremos 
enseguida (vfcase tambten el problema 39). 

Las funciones continues conservan la propiedad de conexidn: 

Teorema 7.18 Sea f : S — R m continue en un conjunto conexo S £ R". 
Entonces f(S) es conexo. 

Demostracidn: Supongamos que /(S) no es conexo. Asl f(S) = A U B, 
donde A y B son dos subconjuntos no vacfos de /(5), abiertos relativos a 
/(S) y tales que AC\B =0. Setiene S = = f-\AUB)=( porser 

Ay B disjuntos)= f~ l (A)J J-'(B). Pern f~'(A) y f~'(B) son abiertos 
relativos a S, segiin vimos al final del apartado 7.4, y disjuntos por serlo A y 
B. Se concluye entonces que S no es conexo contrariamente a la hipdtesis. 

Corolario 7.5 (Teorema de Bolzano o del valor intermedia) Sea f : S -» R 
continue en un conjunto conexo S C R". Entonces J(S ) es un intervalo y, 
en consecuenda, si a y b son dos puntos de f(S) tales que a < b, ex iste, 
para todo c que verifies a<c<b, un z€S tal que f(x) = c. 


Conexidn por arcos 

Un arco en R n es la imagen de una funcidn continua ip : R 3)0,6] — * R n - Se 
dice que conecta los puntos p y q si p(a) = p y <p(b) = q. (Con cierto abuso 
de lenguaje se dice tarabten que la propia funcidn q> es un arco.) 

El intervalo [a, 6] se puede normalizar al (0,1], y suponer, si ello interesa, 
que un arco es la imagen de una funcidn continua p : [0, 1] — * R". En efecto, 
el arco definido por p x : [0, 1] -* R“ es el mismo que el definido por la funcidn 

© ITES — Panuiinfo 
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1P2 ■ [a, i>] — * R" dada por = q> t o $ donde & es la funcibn continua 
estrictamente creciente 



(cuya funcibn inversa es s •-» o + (6 — a)s). 

Observaciones: 

1. Para todo p 6 R", la funcibn continua ip(t) = p para todo f 6 (0, 1] 
define un arco constants en p. 

2. Si <f> : [0, 1| — R" es un arco que conecta pyq, entonces i> : [0, 1] — R" 
dada por ip(t) = ip(l-t) es un arco que conecta q con p. 

3. Sean i p k : [0,1] -* R ", * = arcos con la propiedad de que 

VkW = Vt+i(0). k = 1 - 1 (o sea, el punto final p k del arco 

definido por <p k es el punto initial del definido por v’t-u)- Entonces el 


VW =¥’*(« -(*->)) P"» k-l<t<k,k = l,...,m 

definido en el intervalo t e (0,m] es la yuxtaposicidn de los arcos 
y conecta po = v’i(O) con p m = <p m (l) pasando por los 

puntos Pi Prn-l- En particular, una poligonal es una yuxtaposicibn 

de segmentos. 

4. Un arco es un coqjunto conexo por ser la imagen continua de un intervalo. 

□efinicibn 7.19 Un conjunto S C R" es conexo por arcos si dos puntos 
cualesquiera de S se pueden conectar por un arco completamente contenido 
en S. 

Por ejemplo, un conjunto convexo es conexo por arcos ya que para todo 
par de puntos p y q, el segmento que los une, imagen de la funcibn continua 

[0, 1] 3 1 • — *p+t(« — p) 

estb, por definicibn de convexidad, completamente contenido en el conjunto. 


7.19 Un conjunto SCR" conexo por i 
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S es la unidn de dos conjuntos disjuntos. Se trala de probar que ambos son 

abiertos, con lo que, al ser A ^ 8, ya que p 6 A, y S conexo por hipdtesis, 

habrd de set necesariamente B = 0 y, en consecuenda, S = A. Comencemos 

por A. Sea q e A; como S es abierto, exisle una bola B,(q) C S; B e {q) es 
conexo por ser conexo por arcos (es un conjunto convexo); por tanto, todo 

z 6 B,(q) se puede conectar con q, que, por hipdtesis, se puede conectar con 

p; yuxtaponiendo los dos arcos, podemos conectar cualquier z e B c (q) con p; 
asf pues, B,(q) Ciy.en consecuencia, A es abierto. 

Veamos ahora que B tambidn es abierto. Sea x € B. Por ser S abierto, 
existe una bola Bj(z) C S. Si algiin * € B t [x) se pudiese conectar mediante 
un arco a p, lo mismo podrfa hacerse con x, ya que, como antes, z se puede 
conectar con x por ser Bi(x) conexo por arcos. Como eso no puede ser, 
pues xgi4.se tendril B t (x) C B y B es abierto. Asf pues, se tiene, 
como decfamos, S = A. Pero A es conexo por arcos pues dados dos puntos 
cualesquiera x,y 6 A, se pueden conectar yuxtaponiendo un arco que vaya de 
X a p con uno que vaya de p a y. 

De hecho, los puntos de un coiyunto abierto y conexo sc pueden unir por 
poligonales, que son un caso particular de arcos, y, asf, la definicidn de abierto 
conexo que dimos en el capftulo 4 no suponfa ninguna pfrdida de generalidad: 
Teorema 7.21 Si D es un conjunto abierto y conexo, dos cualesquiem de 
sus puntos se pueden unir mediante uno potigonal completamente contenida 
en D. 

Demostracidn: En realidad, vale la demostraddn anterior llamando A al 
coiyunto de puntos que se pueden conectar con p mediante una poligonal, pues 
obs6rvese en los argumentos utilizados que, por ser B,(q) y B,(x) conjuntos 
convexos, lo que se aflade a una poligonal se puede elegir que sea un segmento 
para obtener otra poligonal (y tambitn se puede apbear la misma idea para 
demostrar que el enunciado de este teorema sigue siendo vAlido si se sustituye 
“poligonal” por “poligonal de elementos paralelos a los ejes”; higase como 
ejercicio). Tiene derto interfa otra demostracidn basada en la aproximacidn 
de un arco cualquiera por una poligonal: scan p,q dos puntos de D. Por ser 
D conexo por arcos, existe un arco yJ : (0, 1| — D que los une. v>([0,l)) es 
un subconjunto compacto de D, por lo que su distanda a la frontera de D 
serd un niimero positivo e (problema 17). Por la continuidad unifbrme de q>, 
existe S > 0 tal que 

t, » € (0, 1] , |1 - s| < « =» W) - v(s)| < s 



(7.46) 
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Con el paso h = 1/m se obtiene una particidn del intervalo (0, 1] 

0 = t o <ti = h<...<t i = kh<...<t m =mh = l 

que permite fonnar la poligonal [<p(to), vih), que une p = tp(fo) con 

q = v(*l) y que, por (7.46), estd completamente conlenida en D. (Ejercicio: 
Hdgase una tercera demostracidn del teoiema utilizando el teorema de Heinc- 
Borel.) 

Demostracidn del teorema 7.17 
Recordemos que hay diet tipos de intervalos en R : 

(a, a], (a, 6), (o,6], [a, 6), jo, 6], intervalos finitos 
(-oo,6), (-oo,6], (o,oo), [a, oo) , (- 00 , 00 ), intervalos infinitos 
Aparte de los constituldos por un solo punto, los restantes nueve tipos de 
intervalos / estdn caracterizados por la siguiente propiedad 

o,6€/,o<*<6 =»*€/ (7.47) 

En efecto, supongamos que / es un subconjunto no vado de R que verifies 
esta propiedad y que c € /; pongainos p = inf / y q = sup /. Si p = - 00 , 
entonces, para todo z < c existe y € / tal que y < z, con lo que, por (7.47), 
x. 6 / y (- 00 , c] C /. Si p es finito y p < c, para todo z que satisface 
p < z < c existe ye/ tal que p < y < z, con lo que, de nuevo por (7.47), 
z 6 / y tambidn (p, c] C /. De la misma manera se comprueba que 1 2 (c, q) 
si q > c. Se tiene entonc es que si p < c < q, l D (p,q) - (inf I , sup /) y 
como, naturalmente, I C (inf / , sup /), results que / ha de ser un intervalo 
de uno de los tipos indicados: 

p>-o°,p£/,9<oo,9*/ =» I = (p,q ) 
p>-oo,pg/, q<oo,qeI I = (p,q] 
etc. 


Veamos la demostracidn del teorema. Sea S un conjunto conexo de S. Si 
S consta de un solo punto (los conjuntos de un solo punto son conexos), es un 
intervalo; supongamos entonces que S contiene dos puntos distintos a < 6; 
se trata de probar que todo x tal que a < x < 6 pertenece a S, de lo que 
se deducird por la caracterizaddn anterior que S es un intervalo. Si no fucse 
as(, o sea, si existiese un z f S tal que a <x < 6, entonces se tendrla 




S = {S n (-00, x)(u{sn (*, 00)} 

contra la hipdtesis. 
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Recfprocamente, supongamos que 5 es un intervalo. Si S no es conexo, 
S = Ci U Ct, donde C\ y Ct son dos conjuntos abiertos relativos a S no 
vaclos tales que C\ fl Cj = 0. Por set conjuntos no vados, existen x € Ci 
e y € Cj tales que x ^ y; se puede suponer, cambiando la notacidn si es 
necesario, x < y. Puesto que S es un intervalo, [x,y] C S y cada punto de 
pertenece bien a C\ bien a C^. Sea a = sup {C, fl [x,p]} (que es finito 
por tratarse de un conjunto acotado y pertenece a [x,y\ que es cerrado); Si 
a € Ci , eutonces a < K, y existe un intervalo (o,o+A) contenidoen [x,i/] C S 
y en Ci (por ser fete abierto relativo a S), lo que contradioe la definicidn de 
o como supremo. Si, altemativamente, a € Cj, entonces x < a y, como 
antes, existe un entomo (o - h,a] CCjr\[x,y], b que tambifei contradice la 
definicidn de a como supremo, pues habrfa todo un entorno de puntos a la 
izquierda de a que no pertenecerfan al conjunto C\ n [*,y] del que se supone 
es supremo. Results, por tanto, que a no pertenece ni a Ci ni a Cj lo que 
es absurdo pues, como velamos, a 6 (x,p] £ S y 5 = Ci UCj. Ast pues, S ha 
de ser conexo. 


7.8 Notas y complementos 


Los distintos grupos de propiedades del espacio R^sirven como modelo para 
tos, han resultado ser el marco apropiado para cl planteamiento y resolucidn 





1. Espacios topoidgicos 

si T satisface las propiedades de b proposicidn 7.1: 


(a) X y el coqjunto vado 0 pertenecen a T . 

(b) La unidn de conjuntos de T es un conjunto de T . 
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(c) La intersection de una colectiOn finite de conjuntos de T es un conjunto 
de T. 

Los conjuntos de T son los conjuntos abiertos para dicha topologfa. X 
junto con T , o sea, el par (X,T) se dice que es un espacio topolOgico. Los 
elementos de X se liaman puntos. Sobre un mismo conjunto X subyacente 
pueden estar definidas distintas topologfas y tenerse, en consecuencia, distintos 
espatios topoldgicos. Si no hay riesgo de confusion, se puede nombrar al 
espacio topolOgico simplemente por X. 

La familia de conjuntos abiertos que hemos definido en IK" es la topologfa 
usual. Para cualquier conjunto X no vacfo, la familia V(X) de todos los sub- 
conjuntos de X satisface los axtomas (a)(b)(c) de las estructuras topolOgicas; 
se la denomina topologfa ducreta sobre X. En el extremo opuesto, la topologfa 
indiscreta sobre X es la formada ilnicamente por X y 0. 

Sea A un subconjunto no vacfo de un espacio topolOgico (X,T). Se com- 
prueba Kcilmente que la familia de interseccionee de A con los conjuntos de 
T constituye una topologfa en A. Es la topologta relative o induada en A por 
la topologfa T de X. Con ella, se dice que A es un subespacio de X. 

ObsOrvese que, por ejemplo, en la topologfa inducida en el intervalo cerrado 
[1,4] por la topologfa usual de R, el intervalo [1,3) es abierto pues es la 
intersection de [1,4] con el intervalo abierto (0,3) de R. 

Un entomo de un punto x e X es un conjunto que contiene a un conjunto 
abierto que contiene a x. TambiGn se puede definir una topologfa en tOrminos 
del sistema de entomos de un punto. Un conjunto es abierto si y sOlo si es 
entomo de todos sus puntos. 

Un conjunto cerrado es el complementary en X de un conjunto abierto. 
Los conjuntos cert ados satisfacen las propiedades de la proposici6n 7.3. 

Las definiciones de punto interior, punto frontera, punto exterior y punto 
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(Hi) Pam todo amjrnto cerrndo f* de X', / _1 (* v ) es an conjunto cermdo 
de X. 


Si f :X -X'e s biyectiva y Unto / como /“' son continuas, se dice 
que / es un hameomorfismo y que los espacios X y X' son homeomorfos. 

Una mcesidn {*„} de puntos de un espacio topokSgico (X.T) se dice que 
converge a un lfcnite n € X d para todo entomo A de a exist* un ndmero 
entero N tal que x* € A para todo k > N. El limit* de una sucesidn puede no 
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2. Espacios mOtricos 

Como declamos en el apartado 1.4, uoa distanda o mitrica en un conjunto 
X es una aplicaddn d : X x X -» (0,oo) que satisface las propiedades: 

<*(*,»)> 0 y d(*,y) = 0 si y sdlo si x = y 
d(z,v) = d(y,x) 

d(x, z) < d(x, y) + d(y, z) (desigualdad triangular) 

Un conjunto X dotado de una metrics d, o, con m4s precision, el par 
(X,d), se dice que es un espacio mitrico. El modelo de espacio mfctrico es, 
naturalmente, el espacio R n con la mitrica euclidea 

d(x,y) - |* - y| = \/(*i -»)* + -• + (*»- ¥») J 
En cualquier conjunto no vaclo X, la funciOn 

“«*■»)-{ ! d 

define una mOtrica llamada mitrica trivial o discreta. 

En d conjunto de sucesiones de mlmeros reales * = (x,,Xt, 
denotado por R°°, consideremos cl subconjunto loo formado por las sucesiones 
para las que 

sup|*i| <oo 

Se comprueba sin dificultad que la funcidn 

d(x,y) =sup|x, -y,| 

es una mitrica en loo- 

La mayorfa de los conceptos que bemos introduddo en R" en este capltulo 
se definen de la misma manera en cualquier espado mitrico: la bola abierta de 
centra xq y radio e es el conjunto B e (x o) = {x G X\d(x,x o) < c}. Con ellas 
se definen como en R n los entornos, los conjuntos abiertos y cerrados, etc. La 
familia T de conjuntos abiertos asf definidos constituye la topologla en X 
indudda por la mitrica d. A su vez, un espacio topolOgico cuya topologla esti 
generada por una mitrica se dice que es metrizable. 

Si A es un subconjunto no vaclo de X, la restricddn de la distanda d a 
los elementos de A define obviamente una distanda dp en A, y, con ella, A 
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es un subespacio (mdtrico) de X cuya topologfa asociada es la inducida por 
la topologfa T de X. 

Una sucesidn {x*} de puntos de X converge a un punto x 6 X si 
d(xt,x) -»0, o, equivalentemente, a para todo entorno V de x existe N € N 
tal que x* € U para todo A: > N. El lfmite de una sucesidn es linico. 

Un conjunto A C X es acotado si existe M tal que d(x,xo) < M para 
todo x e A, siendo xo un elemento fijo de A. Los puntos de una sucesidn 
convergente forman un coqjunto acotado. 

Una sucesidn {x*} de puntos de X es de Cauchy si para todo e > 0 
existe N € N tal que d(Xj,,x q ) < e para todo p,q > N. Como en R", toda 
sucesidn de Cauchy es acotada y toda sucesidn convergente es de Cauchy, 
pero el recfproco de esto illtimo no es cierto en general. Un espacio mUrico 
complelo es aqutt en el que toda sucesufn de Cauchy es convergente. R n es un 
espacio mdtrico complete y se comprueba fdcilmente que A C R' 1 cs complete 
si y sdlo si es cerrado. (Por ejemplo, el intervalo (0, 1) con la mdtrica usual 
inducida por la de R, no es complete pues, por ejemplo, la sucesidn (j.j.j,—) 
es de Cauchy pero no converge a un punto de (0, 1).) 

Tambidn como en R n , se comprueba que los conceptos de coqjunto com- 
pacto y compacto por sucesiones son equivalentes. Tarnbibn se cumple que 
todo coqjunto compacto de un espacio mfctrico es cerrado y acotado. Sin 
embargo, y esto es una importante diferencia, el recfproco no es cierto: con- 
sideremos en foo el coqjunto 6i(0) = (x; d(x,0) < 1}, donde 0 indica la 
sucesidn nula (0, ..., 0, ...); es un coqjunto cerrado y acotado; la sucesidn {cr}, 
f € N, de elementos de B\ (0), donde e, es la sucesidn de ndmeros reales con 
un 1 en el lugar t y ceros en los dermis, no posee ninguna subsucesidn con- 
vergente ya que d(e f,ey) = 1 para todo i,j con i yf j. (Para la validez del 
resultado en R" es decisiva la dimensidn finita del espacio.) 


3. Espacios normados 



N : E — * |0,oo) 
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que satisface las propiedades 

JV(x) > 0 para todo * € E y N(x) = 0 a y sdlo si x = 0 
N(x+y)< N(x) + N(y) (dtsigualdad triangular) 

N(cx) = \c\N(x),eeK 

E, dotado de una norma, se dice que es un espacio normado. 

A una norma JV : E — » (O.oo) estA asodada una distancia entre puntos 
de E dada por 

<M*,v) = W(*-y) 

como se comprueba fdcilmente. Asf pues, un espacio normado es un tipo espe- 
cial de espacio mitrico, y, por tanto, de espacio topoldgico. La compatibilidad 
aludida entre las estructuras de espacio vectorial y de espacio topoldgico se 
express en que las aplicadones 
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Otros ejemplos de espacios normados 


1. En R“ se considers, para p € (l,oo), el conjunto I p de sucesiones tales 
que 

f>r<oo 

Las desigualdades de Holder y Minkowski del problema 24 se extiendeh 
sin dilicultad a series mediante un paso al lfmite y pcrmiten demostrar 
que Ip es un espacio normado (un espacio de Banach, de hecho) para la 

w- d>r)"’ 


2. Dado un intervalo I = |o,6] cerrado y acotado, Uamamos C = C(I, R) 
deBnidas de manera natural las operaciones de sums y producto por 



llv>llo = ™p{lv>(‘)l;«e/} 




s 



de Weie 
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— uniformemente— a una funcidn <p continua, lo que traducido al con- 

texto presente signifies que C es complete, es decir, un espacio de Ba- 

nach. Lo anterior vale tambten para el espacio C(K, R m ) de funciones 
continues de un compacto K C R" con valores en R m con la norma 
||p|| 0 = sup{|<p(0| ; t e K) (no imports qu6 normas se consideran en R" 
y R m pues todas son equivalentes). 

3. En C((a,6],R) tambten se puede considerar la familia de normas 

con p € [l,oo). (Compruibese, para p = 1, que se trata efectivamente 
de una norma; se tienen espacios norm ados que no son de Banach.) 

4. Espacios euclfdeos 

La liltima estructura de R" cuya general izacidn vamos a comentar es la que 
deriva del producto escalar. Dado un espacio vectorial (real) E, toda apli- 
cacidn 

E x E 9 (*,y) >— • (*,y) € R 

que satisfaga las siguientes propiedades: 

(x,y) = <y,x) (stmetrth) 

(x + y,z) — {*,*) + (y,*); (cx,y) = c(x,y), c € R (tnlinealidad) 
(x,x)> 0 y (x,x) = 0 si y 8dlo si x = 0 (positimdod ) 
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para todo par de vectores x,y € E. La demostracidn es la misma que vimos 
en el apartado 1.4 para R", pues sdlo utiliza las propiedades que definen al 
producto escalar. Con el se prueba que 

(x+y,z+y) lf3 < (x,x)'' 2 + (y,y)' /i 


1*| 

es una norma en E. As( pues, un espacio euclldeo es un caso particular de 
espacio normado y un espacio de Hilbert, de espacio de Banach. 

En todo espacio euclldeo se satisface la ley del pamlelogramo 

|* + y| 3 + 1* - y| 3 = 2 (|*| 3 + |y| 3 ) 

y, rccfprocamentc, si en un espacio normado E la norma satisface esta ley, la 
aplicacidn 

(*, y) « (x,y) - ^ (|* + y| 3 - |* - 111 3 ) 

define un producto escalar cuya norma asociada <x,x) 1/2 es la norma original 
de E (problema 26). 

El espacio 1] de sucesiones de R°° tales que 

f>P<« 

es un espacio de Hilbert con el producto escalar, generalizacidn natural del 
producto escalar en R", 

(x,y) = J2 z,y < 
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que da lugar a la norma 

wi-rfuwp*) 1 

No es un espacio completo (se puede incluir como subespacio denso en un 
espacio completo, es decir, un espacio de Hilbert, denotado por L 2 [a,b], que 
juega un papel fundamental en la teorfa de integraddn de Lebesgue). 

Compru6bese como ejercido que el espado C - C([a,6],R) con la norma 

Mo = “pflvWI ; * e M) 

no es espado de Hilbert (Indicacidn: Tdmese, por ejemplo, [o,4] = [0,3]; 
sea ip igual a 1 en (0,1), a 0 en [2,3] y lineal en en [1,2] y, anSlogamente, 
sea V igual a 0 en [0,1], a 1 en [2,3] y lineal en en [1,2], de modo que 
sean fundones continuas. Comprudbese que no se verifies para ellas la ley del 
paralelogramo.) 

7.9 Problemas 

1. (a) Probar que toda interseeddn finita de entornos de un punto es tam- 

(b) Probar que loe entornos separan pu nto>, es decir, que si x yl y, 
existe un entorno U(x) de x y un entorno U(y) de y tales que 

l/(*)nl/(y)- 0 . 
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(b) En relation a la afirmaciOn (c) de la proposition, exarainar la inter- 
section f| Aj de los conjunto® Aj = {z€ R s ; |x| < 1 + 1/j } . 
j=l 

3. Demostrar que un conjunto es cerrado si y sOlo si su complementary es 
abierto. 

4. (a) Demostrar que la bola cerrada B e (x o) es un conjunto cerrado com- 

probando que su complementary es abierto (aquf hay que utilizar 
la propiedad de la norma 

IN- ll/ll <|z-vl 

que se deriva de la propiedad triangular escribiendo 

W - l(*-») + »l<l*-»l + M 
Ivl = l(»-*)+*l<l*-»l + l*l 

e imitar la demostratiOn del tema 2 de que B,(xo) es abierto). 

(b) Probar que dB,(zo) = dB,{xo) = (x € R"; |x - io| = e) ^ S,(xo),' 
laesfera (n— 1)— dimensional de centro xq y radio e.yque, portan- 
to, B,(x o) es la adherentia de B t (x o). (Indication: la inclusion 
9B,(zo) C S,(xo) es foal, ya que si x es tal que |x - xo| < e o 
|x - xo| > e, entonces no puede pertenecer a dB,(x o); para probar 
que, retiprocamentc, todo pun to x tal que |x-xo| = e pertenece a 
9B,(x o), considOrese la semirrecta {xo+Ax; A > 0) y compruObese 
que sobre ella hay puntos de B,(xo) y tambiOn puntos de (B e (xo)) e 
todo lo prOximos a x que se desee; la demostratiOn para dB e (x o) 
es anOloga.) 

5. (a) Demostrar la proposition 7.3. Indication: Hay que tomar com- 

plementarios en las propiedades (b) y (c) de la proposition 7.1 y 
utilizar las leges de Morgan relativas a la interaction entre uniones, 
intersecciones y complementarios: 

Si $es una colecciOn de coqjuntos cualquiera se tiene 

(lJ{/I;yl6 5}) e =nM c Me3) 
(f|M;^eS}) C ^€3} 

(b) En relation a la afirmaciOn (c) de li On, examinar la union 

u Aj de los conjuntos Aj = {x € 1 — 1/j} . 
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6- Demostrar el teorema 7.1. 

7. (a) Probar que de la definition 7.6 de punto de acumulatidn se deduce 

que todo entorno de un punto x de acumulacidn de A contiene, de 
hecho, mfinitos puntos del conjunto A distintos del propio x. Indi- 
cacidn: ProcOdase por reduction al absurdo: sea V un entorno de 
x y supdngase que AT\U sOlo contiene unacantidad finitade puntos 
distintos de x; definase 6 < minflxj - x|; j = l,...,m} 
para Uegar a una contradiction con la hipOtesis de que x es punto 
de acumulatiOn. 

(b) Demostrar que el supremo y el fnfimo de un conjunto acotado 
A C R son puntos de adherencia de A. <.Son siempre de acu- 
mulatiOn? 

8. Si A y B son doe conjuntos de R" talcs que A C B, entonces 
int AC int B y AQB. 

9. Probar que int A es el mayor coqjunto abierto contenido en A, es dedr, 
que si G es un subconjunto abierto de A, entonces G C int AC A y que, 
en consecuencia, int A es la uniOn de todos los subconjuntos abiertos 
de A. An&logamente, A es el menor coqjunto cerrado que contiene a 
A, es decir, si F es un coqjunto cerrado tal que FDA, entonces 
F 2 A 2 A, y, de ahl, A es la intersection de todos los coqjuntos 
cerrados que contienen a A. 

10. Dados dcs coqjuntos A y B de R n probar que 

AuB = ~AuB , int (4nB) = (int A) n (int B) 

TfTB £ 7n5 , ini (A U B) 2 (int A) U (int B) 
Encontrar dos coqjuntos A y B en R para los que se tenga 
AOB/^nB, int(AuB)5<(intA)U(intB) 

11. Probar que si An B = 0, entonces d(A UB) = dA U OB. 

12. Sea AC B C R". Se dice que A es denso en B si B C A (por ejemplo, 
el coqjunto de niimeros rationales Q es denso en R). Se pide demostrar 
las siguientes afirmationes: 

(a) A es denso en B si y sOlo si en cada entorno de todo punto de B 
hay al menos un punto de A, o, lo que es lo mismo, si y s61o si todo 
punto aislado de B pertenece a A y los demtis puntos de B son 
puntos de acumulatidn de A. 
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(b) Si A es denso enByBes denso en C, entonces A es denso en 
C. 

(c) Para cualquier subconjunto abierto A de R" se tiene que 
int AUext A es denso en R". 

13. Determinar el interior, la frontera, la adherencia y el conjunto de puntos 
de acumulacidn de los siguientes conjuntos: 

(a) {(*,y);* J +V s = l>CR 2 
(*) {(*.») :*y<l}cR J 
to {(*.y) ;0<x<l,0<v<l}cR s 
(<*M = U{(*.i);*eR}cR J 

14. Estudiar si son abiertos o cerrados los conjuntos 

(o) {(z,y, 0 ); x» + y»<l}cR s 
to {(x.W.O); * > +ll > <l)cR ! 

15. Probar que todo conjunto finito (o sea, compuesto de un ntimero finito 
de elementos) es cert ado. 

16. Probar que para cualquier conjunto A de R", el conjunto de sus puntos 
de acumulacidn es un conjunto cerrado. 

17. La distancia entre dos conjuntos A y B de R" es el ntimero 

d(,A,B)^ 

En particular, si a € R n y BCR", entonces la distancia del punto a al 
conjunto B es 

d(o,B) = 7 inf |o-5| 

(i) Probar que si A es compacto y B cerrado, existen sendos [ 
tos a £ A, b € B tales que d(A,B) = |a - 6| . Indicacidn: 
la definicidn de d(A,B), existen sucesiones de puntos {a*} C 
{6fc} C B tales que 

loa-ial -d(A,B) 

Encad&nense los siguientes hechos: 




| 8 .^' 
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• {a*} tiene una subsuceskSn convergent® {a^} 

• {&*„} es acotada y, por tanto, posee una subsucesidn conver- 
gente {6*^} 

• Los lfmites a = lini ^ y 6 = pertenecen, respecti- 

vamente, a A y B, por ser 6stos conjuntos cerrados. 

(Ndtese que, siendo A compacto y B cerrado, si se tiene 
A n B = 0, entonces d(A, B) > 0; estildiese, en relacidn a este he- 
cho, cuinto vale d(A,B) para A = {(0,y);y > 0} C R (I) 2 , 
B = {(x,y); * > 0, xy > 1} C R 2 ) 

(ii) Sea B un conjunto cerrado de R" y sea a un punto de R° tal que 
at B\ entonces, existe un b € B tal que (Ufl , B) = |a - 6| > 0. 

(iii) Sea A un conjunto abierto y B un conjunto compacto tal que 
BC A. Entonces, d(B, dA) > 0. 

18. Probar que son funciones continuas de R" en R 

(i) U norma, iw |*| . 

(ii) La proyeccidn p, definida por pj(x) mx jt j = 

19. Dado un conjunto A C R", demostrar que la funcidn distancia a A 

R" 3 * i — • d(x,A) ^ inf |* - a| 


20. Sean / ,g dos funciones de BCR* en R m . Probar las siguientes afir- 
maciones: 


(I) Si / es continua en *o € D y /(* o) /OS R m , existe un 4 > 0 
tal que /(*) / 0 para todo x € B«(* o) D D. 

(ii) Si / y g son continuas en ioy /(* o) / 9(®o). exists un a > 0 
tal que /(*) / g{x) para todo * 6 B„(x o) fl D. 

(iii) Si / y g son continuas en D y A es el coqjunto de puntos *6 D 
tales que /(*) / y(x), entonces existe un conjunto abierto BCR* 
tal que A = U fl D (o sea, A es un abierto nlativo a D ). 

(iv) Si / y g son continuas en D y B es el conjunto de puntos *6 D 
tales que /(*) = y(*), entonces existe un conjunto cerrado FCR" 
tal que B = F n D (o sea, B vs un cerrado relativo a D). 

(v) Si /(*) = y(x) para todo x de un subconjunto dense de D, en- 
tonces /(*) = y(x) para todo i6D. 
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21. Sea Do C D C R" y Do dense en D. Si / es una funcidn de Do en R m , 
existe a lo mds una funddn g(x ) continua en D que sobre Do coincida 
con /. (Se dice que g es una prolongation o extension continua de / 

« D.) 

22. Sea Do C D CR" y Do denso en D y sea / : Do -> R m una funcidn 
uniformemente continua en Do. Probar que entonces existe una funcidn 
/ : D -• R m continua en D que coincide con / sobre Do; ademds, / 
es uniformemente continua. (Indicacidn: dado i € D, sea {a*} una 
sucesidn de puntos de Do tal que x/, — i. Por ser / uniformemente 
continua, se comprueba que conserva el car deter de sucesidn de Cauchy 
de {x*}, es decir, que {/(*»)} es una sucesidn de Cauchy de puntos de 
R m y, por tanto, convergente a un punto y e R m . Se define }(i) = jj y 
se comprueba que esta definicidn no depende de la sucesidn elegida para 
aproximarse a x : en efecto, si {zj,} es otra sucesidn tal que z* — • *, 
entonces {/(zt)} tarabidn es convergente y su lfmite ha de coincidir 
con el de {/(n)} ya que ambas son subsucesionos convergentes de la 
sucesidn que se obtiene al transformar mediante / la sucesidn 


tambidn convergente a *.). 

23. Demostrar el recfproco del resultado establecido en el apartado 7.5, a 
saber, que si las normas y JVj definen la misma topologfa (o sea, 
la misma familia de abiertos), entonces existen dos constantes A > 0, 
B > 0 tales que 

N i (x)<N l (x)<BS 1 (x) 

24. Sea l<p<ooyseaqtaI que l/p+ 1 /q = 1. 

(a) Demostrar que 

para todo par de niimeros a. b ( R. (Indicacidn: utilizar que la 
funddn exponencial R e* es convexa y uno a uno de R sobre 
(0,oo).). 

(b) Sean x = (x,,-,Xn),y = (s/i.-.Pn) € R" cualesquiera. De- 
mostrar la desigualdad de Holder: 
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y la desigualdad de Minkowski: 

(!>+>«i’) u ’ , < (£w)‘"+(|>r) * 

(Indicacidn: Sea A = ■ B = • 

Xi = Xi/A, Yi = m/B. Se aplica la parte (a) con a = Xj, b = Y t y 
se suma en i. Para la desigualdad de Minkowski, se escribe 

< E M N + + E Iwl l*t + inf ' 1 

y se aplica la desigualdad de Holder a cada una de las sumas del 
Ultimo miembro.) 

(c) Demostrar que 

R" 3 1 e_ |i| p |l, I') , l<p<oo 

es una norma en R" (para p = 2 es la norma euclidea y para p = 1 
es la norma que ya conocemos). Esbozar la bola unidad en R 2 

(d) Demostrar que, para cada x € R" fijado, |x| r > |x|j» si p 1 > p y 

toi Wp-Ko 

(y de ahi la notacidn WJ 

(e) Para cada base -8 de R" estarA definida la familia de normas 
utilizando las coordenadas respecto a S en lugar de las coorde- 

del vector (2,2) € R 2 relativas a la base candnica y a la base fbr- 
mada por los vectores (1,0) y (1,2). 

25. Demostrar que todo subespacio vectorial E de R" es un coqjunto 
cerrado (Indicacidn: Identificar £ con un espacio S' 1 apropiado y 
aplicar el teorema de Bolzano- Weierstrass.). 
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26. En el apartado 1.4 definimos como pmducto interior o escalar en R n 
toda aplicacidn R" x R“ — • R que es simitrica, bilineal y definitla 
positive; se denota por (x,y) >-* fay) . 

(a) Dado un producto interior, demostrar que x ►-* {x, x) 1 ^ 2 es una nor- 
ma (Indicacidn: la demostracidn es la misma que para el producto 
escalar ordinario; v€a se el apartado 1.4.) 

(b) Si fay) es un producto interior en R" y |x| = (x,y) 1/s la norma 
asociada a 41, demostrar que para todo x,y € R” se satisface la 
“ley del paralelogramo" 

lx + y| J + |x-y| J -2(|x| J + |y| 1 ) 

(“la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo 
es igual a la suma de los cuadrados de sus lados"). 

(c) Recfprocamente, demostrar que una norma en R" proviene de un 
producto escalar si se satisface dicha ley del paralelogramo. (Indi- 
cac ilm: Deffnase 

<*,y) = J(|* + y| a -|x-y| J ) 

La simetrfa es inmediata. Para probar la linealidad 
(x + y, z) = (x,*)+(y, z ) , desarrtSUense am bos miembros y utilfcese 
la ley del paralelogramo. Para probar que (cx,y) = e(x,y) se 
comienza con e rational, observando que, por lo anterior (proce- 
diendo por induction), si m,n € N 

m(x,y) = (mx,y) = (n^x.y) = n^x.y) 

Tambitii se tiene (-x,y) = - (x,y) por las propiedades de la nor- 
ma, con lo que (cx,y) = cfay) para todo c € Q. Se apela ahora 
a la continuidad de las funciones 

R3o> — > ox e R" para x € R" fijo 


R" 31' — ' fay) para y e R n fijo 

que deriva de la continuidad de la norma, 
(cx,y> = c(x,y) para todo c 6 R.) 


para concluir qu 
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27. Probar que si Ni y son dos norraas R", entonces 

N(x) = tN l (*) + (l-t)Ni(z) 

i ainbit'n es norma en R n . 

28. Estudiar curies de las siguientes formulas dcfinen una norma en R 2 : 

(o) (x a +<qr+# J ) l/J (6) (x 2 - 3iy + v 2 )’/ 2 

(c) (W + l»l) ,/J M J(M + Ivl) + ft** + v*) ,/a 

29. Sea N una norma cualquiera en £(R n ). Probar que existc una constantc 
k tal que N(ST) < kN(S)N(T) para todo par dc operadorcs llneales 
S,T. 

30. La norma uniforme de una aplicaddn lineal L € £(R n ,R m ) depende de 
la norma considerada en R" y R”. 

(a) Se considers en R" y R m la norma |..|oo- Entonces 

¥4 - f>il 

f- 1 

siendo A = (a^) la matrix representative de L respecto a las 
bases de R" y R"‘ consideradas (normalmente, las respectivas bases 
canOnicas), es decir, ||L|| es la mayor de las normas |..| j de los 
vectores Bla de la matrix. 

(b) Se considers en R" y R m la norma |..|i. Entonces 

IZ,l-m«£;h,| 

es decir, ||L|| es la mayor de las normas |..|i de los vectores columns 
de la matrix. 

(Indicacidn: Probar primero, en ambos casos, que ||L|| es menor o igual 
que el mimero indicado y despufe que se alcaza la igualdad ||L|| = \Lx\ 
en un cierto punto de Bi(0).) 

31. Se considers en R" y R" la norma eudfdea. Entonces 
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(a) Si L e vC(R") y la matriz A, representante de L en la base candni- 
ca de R", es simdtrica, se tiene 

|t|| = |Ai| 

siendo Ai el autovalor de A de mayor valor absolute. Probar que 

(b) En el caso general de L € £(R n ,R m ), 

w-vz 

siendo Ai el mayor autovalor de la matriz AT A. 

(Indicacidn: (a) Como A es simbtrica, sus autovalores son reales y, 
como vimos al final del apartado 6.2, 

m«|(Ar,*)|-|A,| 

Los autovalores de A 2 son los cuadrados de los autovalores de A. En- 

14* = max |Lz| J = max (Ax, Ax) = max (A(Ax),x) « 

— max(A 2 x,x) = Aj* " 

1*1-1 ' ' 

Para (b), recubrdese que (Ax, Ax) = (A T Ax, x) y que A T A es una 
matriz simbtrica positiva.) 

32. Exponencial de una matriz. Demostrar que si A es una matriz nxn 



es (absolutamente) convergente en £(R") =s R" J . Su suma se represents 

(Indicacidn: Utilfcese (7.44) y el criterio de comparaddn de 
Weierstrass.) 

Supongamos que A € £(R") deja invariante un subespacio E c R" (es 
decir, Ax € E para todo x € E). Probar que e* tambibn deja invariante 

E. 


© ITES - Paraninfo 
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33. (a) Probar que ||T|| - Dr -1 ! > 1 para todo T € £(R") invertible. 

(b) Si T tiene dos autovalores rcales A, p tales que | A| # |p| , entonces 

imi • imi > i- 

34. Demoetrar que si T € £(R") es tal que ||T - /|| < 1, entonces T es 
invertible y la serie £(/ — T) t converge absolutamente a T~ l . Hallar 
una cota superior para ||T _1 || . (/ es el operador identidad en R n .) 
(Indicacidn: la idea consist® en inspirarse en la serie numSrica conver- 

— l — ”5^** para 0 < * < 1 con x = ||/ - T|| 

para probar que la serie indicada converge absolutamente a un 
S 6 £(R"). Despute hay que probar que TSx = x para todo x € R n .) 

35. Sea To € £(R") invertible. Hallar c > 0 tal que si ||T - Toll < en- 
tonces T es invertible. (El coqjunto de operadorcs invertibles en £(R") 
es abierto en £(R“) « R"’; en otras palabras, si una matrix A tiene in- 
versa, las matrices con norma suBcientemente prdxima a la de A tambifin 
tienen inverse.) 

(Indicacidn: Intentar aplicar a l^'T el resultado del problema ante- 
rior.) 

36. Sea / : S -» R continua en un conjunto conexo S C R". Probar que si 

para un cierto ndmero real a se tiene que j(x) ^ a para todo x e S, 

entonces se verifies que o bien f(x) > a para todo x € S o bien 

/(x) < o para todo x € S. 

37. Demostrar el siguiente teorema de panto fijo: Sea / = [0,1) y sea 

/ : I — • R una funddn continua tal que /(/) C I\ entonces, existe 

p 6 / tal que /(p) = p. 

(Indicacidn: (i) H4gase en primer lugar una figure que muestre el sig- 

nificado geomdrico del teorema: la grdfica de / corta a la diagonal A 

del cuadrado unidad Ixl = {(x,y) € R 2 ; 0<x<l,0<y<l}. 
(ii) Se puede suponer /( 0) > 0 y /( 1) < 1 (ipor qu6?); deflnase 
F : I -> R 2 por F(x) = (x,/(x)); compruGbese que tambidn es con- 
tinua y que, por tanto, F(/) (la grSfica de /) es conexo; si no se 
cumple la tesis del teorema, las conjuntos A\ = {(x,y) e R 2 ; x < y}, 
Ai = {(x,y) € R 2 ; x > y) producen una “desconexidn" de F(I)-) 


© ITES - Paraninfo 
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38. Sea 4cE B y supongamos que hay un arco (continuo) y> : [a, 6] — * R" 
que une p € int(A) con q 6 ext (A). Probar que existe f e ( a,b ) tal 
que ip(t‘) e dA : “para salir de un conjunto hay que atravesar su fron- 
tera”. (Indicacidn: Proceder por contradiccidn como en el problema 
anterior utilizando la conexidn del arco.) 

39. Sea 5 una familia de conjuntos conexos tal que S 6 J} # 9. 
Entonces, (J{S; S € 5} tambidn es conexo. Aplicar este resultado para 
probar que R n es conexo utilizando el hecho de que las rectas en R" son 
coqjuntos conexos. (Indicacidn: 

(i) Si A = U{S; S € 5} no es conexo, existen Gi, Gi abiertos de R" 
tales que Gi fl A , Gi fl A son coqjuntos no vaclos disjuntos cuya 

(ii) Sea x ef|{S; S 6 5} y supongamos que, por ejemplo, x € Gi fl A\ 
por la hipdtesis (i), hay al menus un S, € 5 tal que Gj n S< / 0. 
Tambita se tiene G, fl S t # 0 (pues contienc a x ) y, por (1), 
(Gi n S ( ) U (Gj fl Si) = S t . Se llega a una contradiccidn con la 
conexidn de Si. 

(iii) R" es la unidn de las rectas que pasan por el origen.) 

40. Probar que si A C R n es conexo y B es un conjunto tal que A C B C A, 
entonces B es conexo. En particular, la adherencia de un conjunto 
conexo es conexa. (Indicacidn: Se razona, de nuevo, por contradiccidn: 

(1) Si B no es conexo, existen Gi, Gj abiertos deR" tales que GjOB, 
Gj n B son coqjuntos no vaclos disjuntos cuya unidn es B. 

(ii) Como A es conexo y estd contenido en B, o bien A 0 Gi =0 o 
bien A fl G2 = 0, y, por tanto, o bien A C Gj o bien A C Gi. 

(iii) Supongamos que An Gi = 0: entonces, tambidn se verifies 
A fl Gj =0, pues si existe un punto de acumulacidn p de A tal 
que p € Gi, se tendrfa, por ser Gi abierto, AnGi^i y se llega 
a una contradiccidn. 

(iv) Pero si A n Gj = 0, tambidn serf B fl Gi = 0 contra la hipdtesis 
hechaen(i).) 

41. Nos proponemos mostrar que si un conjunto A no es conexo, se puede 
expresar como unidn de partes conexas. Una component* conexa de 
A es un subconjunto conexo maximal de A. Es dedr, G es una compo- 

A que contenga propiamente a A. Si A es conexo, su llnica componente 
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Gin(XuB) = (G,n,4)u(C,nB) =0 
Ga n (it 0 B) - (Ga n X) U (Gj n B) = 0 


en contradicddn con la hipdtesis de que A U B no sea conexo.) 


3. Estudiar la conexidn de los siguientes conjuntos: 

(i) {(*,„); x^-y^l} 

(it) {* € R" ; 0 < |*| < 1} 

(«){*€»•; |*| = 1} 

(«.) {*€R”;l<|*i<2} , , , 

(v) {(*,»); max(|x|,|y|) < 1 }U{(*,»): (*- 2 )J + »* < 1 } 

(m) {(*,») ; max(|i|, |vj) < 1} U {(*,») ; (* - 2) 2 + y* < 1} 


44. Se consideta el conjunto {0,1} a® la topologla inducida por la usual 
de R (ndtese que se trata de la topologla discreta: todas las partes son 
abiertas). Sea S C R n . Demostrar que S es conexo si y s61o si toda 
funcidn / : S -» {0, 1} continua es constante (naturalmente, se podrian 
tomar dos puntos cualesquiera distintos de R en lugar de 0 y 1). 
Aplicar lo anterior para hacer demostraciones alternativas (y m4s simples 
que las allf sugeridas) de los resultados de los problemas 39, 40 y 42. 





Capftulo 8 

Funciones diferenciables 


Este capftulo trata fundamcntalmente de la gencralizacidn a funciones vec- 
toriales de la nocidn clave de diferenciabilidad, es decir, de la propiedad de 
aproximacidn local de una funcidn no lineal por una lineal. 

Extenderemos, pues, en los apartados 8.1 y 8.2, deGniciones y resultados 
que vimoa con detalle en los capftulos 3 y 4 para funciones escalares, aplicAndo- 
los en buena parte de los casus a las componentes f, de una funcidn vectorial 
/ — (/l, ... ,/m) para obtener el correspondiente enunciado para /. 

En el apartado 8.3 se tratan algunos aspectos dindmicos de la teorfa de 
curvas based cs en el c&lculo diferencial, sin entrar en otros aspectos mils geo- 
mdtricos, corao la longitud de un arco, que se basan en el cdlculo integral. En 
8.4 se exponen algunas cuestiones que abren el camino al ctUculo diferencial 
en espacios abstractos. 

8.1 Diferencial de una funcidn 

Definicidn 8.1 Sea f : D C R" -• R m y sea xo un pxmto interior de 
D. Se dice que f es diferenciable en xo si existe una aplicacidn lineal 
L : R" — * R m , dependiente, en general, de xo ted que 

ltm i [/fo + *) - /(so) - 1#.)) = ° (8.1) 

Para m = 1, se tiene, naturalmente, la definicidn del capftulo 3. Se dice 
que / es diferenciable en un conjunto abierto D si lo es en cada punto 
de D y que es diferenciable en un conjunto A C R" si es diferenciable en 
un coqjunto abierto D que contiene a A. 

La propiedad de diferenciabUidad se define a travds de un Ifmite y, por 
tanto, depende dnicamente de las topologfas de R” y R m , las cuales, como 
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espacios. La definition 8.1, en consecuentia, es independiente de la norma que 
deseemos utilizar en uno y otto espatio. AdemOs, hay a lo mds tma aplicaciOn 
lineal que satisface (8.1). En efecto, si L\, Lj € £(R",R m ) satisfacen ambas 
(8.1), entonces 

BmijMA) -£,(*)] = 0 

de donde, tomando un x € R n , z / 0, fijado, se deduce 

„ „ |L,(lz) - lg(ix)| \Li(x) - Li(x)\ 

°-KS n " |z| 

y, en consecuencia, Li(z) = Ij(x) para todo x e R”, es decir, L\ = Lj. 

Si / es diferenciable en xo, la ilnica aplicaciOn lineal L que satisface (8.1) 
se llama diferencial de f en zo y sc denota por D/(z o) o /'(z 0 ). Se exprcsa 
tambiOn (8.1) escribiendo 

/(Z0 + h) - /(xo) “ Df(xo) • h + s(zo; h) (8.2) 


con j(j^ /(zo + A) - /(zo) - D/(*o) • b) tal que 

.. lg(zo;fi)| . 
i"o |h| 

o, equivalentemente (poniendo z = zo + h) 

/(x) - /(z „) = D/(zo) • (z - zo) + s(xo; z) 


(8.3) 

(8.4) 


< 8 - 5 ) 

lo que se express abreviadamente escribiendo 

lfl(zo;z)| = o(|z-zo|) cuando x — xo (8.6) 

Si / : R" -* R m es lineal, D/(xo) = f para todo xo € R”, pues, obvia- 

/(zq + ft) - /(zp) - /(A) Um /(zp) + /(h) - /(zp) - /(A) _ g 
h™ |h| k~o 1*1 

De la definition 8.1 y de las propiedades elementales de los Ifmites se deduce 
inmediatamente que si / : D C R" - R m y <p : D C R" - R m son 
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diferenciables en xo € D, entonces f+ y> V <*/(“€ R) tnmbitn lo son y se 

C(/ + ¥>)(*>) = D/(*o) + ZM*o) 

D(o/)(*o) = a(D/(xo)) (8.7) 

Es feed identificar la matriz m x n asociada a la diferencial Df(x 0 ) : 

Proposicidn 8.1 (i) La ftmcidn f = (/i, .../ m ) : D C R" R m es di/e- 

renciable en xo G D si y s6lo silo es coda una de sus componentes. 


(ii) Si f es diferenciable en xo, D/(xo) estd dada por la matriz de derivadas 



(la matriz jacobiana de (/i,.../ m ) respecto a (xi,...x n ) evalmda en 


Deinostracidn: los argumentos clave son la proposicidn 7.6 del capftulo an- 
terior y la expresidn de la diferencial de una funcidn escalar que conocemos 
del capftulo 3. Si / es diferenciable en Xo y D/(x 0 ) estd dada por la matriz 
(aij(x 0 )), i = 1, j = 1, ...,n, entonces, desplegando (8.2) se tiene 
/i(x# + A)- /i(xo) = a n (zo)h, + ... + ai„(x 0 )ftn + Si (* 0 i A) 

(8.9) 

fm(x 0 + ft) - fm(x 0 ) = Oml(*o)ftl + — + <*tim(*o)An + Sm(*0i ft) 
y de (8.3), por la proposicidn 7.6, 



Esto implica que las componentes /, son diferenciables y, como sabemos 
del capftulo 3, que 

= J|£(*o) ( 8 . 11 ) 

Recfprocamente, si las componentes f son diferenciables entonces se tiene 

/i(xo + ft) - /i(xo) = ^-(lo)fti + -+ ^(®o)ftn + Si(»o;ft) 

(8.12) 

fm(x 0 + A) - /m(*t>) = ^(*o)ftl + - + ^(ZolAn+SmfoiA) 
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con <?i 9m verificando (8.10), lo que, de nuevo por la proposicidn 7.6, im- 

plica que g = (gi,—,9m) verifica (8.3) y que, en consecuencia, la aplicacidn 
lineal cuya matriz es 



final de capftulo.) 


Si m = 1, o sea, si se trata de una funcidn escalar, la matriz jacobiana es 
la matriz fila 

(k<»> £<»>)- W( «> 

Si n = 1, las componentcs /, son funciones de una variable y la matriz 
jacobiana es la matriz columna de derivadas ordinarias 



Proposicidn 8.2 Si la funcufn f : D C R" — R m es diferenciable en so 6 D 
entonces es continua en *#. 

En efecto, basta tener en cuenta el correspondiente resultado para las com- 
ponentes de / y la proposicidn precedente. M&s precisamente, se tiene: 

Proposicidn 8.3 Sea / : D C R n — • R m diferenciable en xo € D. Entonces, 
para todo e>0 existe 6 >0 tal que B<(*o) £ D y 

!/(*) - /(*o)l < (HO/(»o)ll +e) \x - sol (8.13) 

para todo x € B«(s o). 
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Demostracidn: Como xo se supone un punto interior de D, existe 61 > 0 
tal que Bs,(x o) C D. Tomando normas en (8-4): 

l/(*)-/(*o)l < |D/(*o)-(*-*o)l + l9(*o;*)l< 

< l|D/(*o)ll l(* “ *o)l + ls(*o;*)l (8-14) 

Pero, por (8.5), dado e > 0, existe f > 0, S < Si, tal que, si \x - zo| < 6, 

ls(xo;x)|<£|x-xo| (8.15) 

lo que, sustituido en (8.14), da (8.13). (De (8.13) se deduce inmediatamente la 
continuidad de / en x 0 . Ndtese: para obtener la desigualdad (8.13) se supone 
que se han fijado unas normas en R" y R m , las que se deseen, y que ||--|| 
represents, de acuerdo con el convenio adoptado en el apartado 7.6, la norma 
uniforme en £(R",R m ) inducida por ellas.) 

La condicidn suficicnte de diferenciabilidad que establedmos en el teorema 
3.2 se traslada a travta de sus componentes, grades a la proposicidn 8.1, a una 
funcidn vectorial: 

'teorema 8.1 Sea D C R" un conjunlo abierto y sea la funcibn 
f = (/l,-/m) :DCR"- R m . Si lot derivadas parciales df,/6xj exislen y 
son continues en D, entonces f es diferenciable en D. 

(Si n = 1, como las componentes f son funciones de una variable, basta 
la existences de las derivadas ordinarias dfi/dx para garantizar que aqutllas 
son funciones diferendables y que lo mismo ocurrirf con /.) 

El teorema 8.1 motiva la siguiente 

Deflnicidn 8.2 Sea DCS." abierto y sea f = (A, .../„) : D -> R m . Se dice 
que f es de close uno (o de close C 1 ) en D si lo son las componentes 
fu—fm (definicidn 3.9), es decir, si existe n las derivadas parciales dfi/dxj 
y son funciones continues en todo D. Se denola por C l (D) al conjunto de 
tales funciones. Si A es un subconjunto de R", se dice que f es de close 
uno (o de close C 1 ) en <4 (y se escribe f e C l (A)) si es de close uno en 
un conjunto abierto D que contiene a A. 

Pongamos por otra parte: 

Deflnicidn 8.3 Se dice que f : D — » R" es diferenciable con con- 
tinuidad o continuamente diferenciable en D si: 


l. f es diferenciable en D. 
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2. La apticacidn R" 3 D 3 xg •-* Df(xo) € £(R n ,R ra ) es contmua. 

En realidad, las nociones “/ € C'(D)” y “/ continuamente diferenciable 
en D" son equivalentes- En efecto, si / € C l (D), enlonces, por el leorema 
8.1, / es diferenciable en D y, ademlis, utilizando, por ejernplo, en £(R",R m ) 
la norma 

|y»L = m«{M ! < = l m,j = l n} 

(para las matrices A = (<ty) representativas) se tiene que 

|D/(o) - Df(b) L = m«|||(a)-||(6)| (8.16) 

y, en consecuencia, por la continuidad de las derivadas parciales, que la apli- 
cacidn xo >-• D/(*o) 68 continua, Reciprocamente, si / es continuamente 
diferenciable, / es, en primer lugar, diferenciable, y, por tanto, existen las 
derivadas parciales df/dxj , y 6stas son continuas por (8.16) y la continuidad 
de xo •— Df(x o). 


8.2 La regia de la cadena y sus consecuencias 

La regia de la cadena del cAlculo diferendal establece que “la diferencial de 
una composicufn de funciones 

R” — R m — R’ 


es la composicufn DgoDJ de las difercnciales". Con precision: sean D C R" 
y Q C R m dos conjuntos abiertos y scan 

/ : D C R" — • R m y j:DCR" — < W 


entonces,© 1 =/->(«) CDes unco 

(W) (*) = g(/(x)). Pues bien, bajo 


6 D es tal que /(x o) 6 SI; 
■rto de R” que contiene a xo 
ngof-.D’CK' — .R* por 


Tteorema 8.2 Si f es diferenciable en xo e D y g es diferenciable en 
yo = /(x o), enUmces h = g o / es diferenciable en xo y se tiene 


Dh(x o) = Dg(yo) o D/(xo) 


(8.17) 
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Demostracidn: Per hipdtesis 

/(x)-/(*o) = D/(*oM*-*»)+n(*o;*) (8-i8) 

9(y) - 9(yo) = Dg(yo) (y-yo) + r2<M;v) (8-19) 

con |*l(a4>;a:)| = o(|ar — *o|) y M»o;»)l = ofly-nol)- Se trata de probar que 
fc(i) - A(* o) - (Dff(/(xo)) o Df(zo)) ■ (x - n>) = o(|x - xqI) (8 -20) 


h(x) - h(xo) = g(f(x)) - g{f(xo)) = (por (8.19)) = 

- Dg[f(x o)) ■ (/(*) - /(»,)) + rj(/(xo);/(x)) = (por (8.18)) = 

- Dj(/(x 0 )) • [D/(xo) • (x - xo) + r,(xo;x)| + rj(/(xo); /(x)) - 
= (Dg(J(x o)) es lineal) = 

= (DgU(x o)) O D/(xo)) • (x - X#) + Dg(f(x o)) • r, (xo; x) + r2(/(xo)i /(x)) 

Bastard comprobar entonces que cl.segundo y tercer sumandos del dltimo 
tdrmino son o(|x - xo|). Para el segundo se tienc: 

y en cuanto al tercero, notemos, en primer lugar, que, por (8.13), existe S\ > 0 
tal que, si |x - xo| < Si, 

l/(x) - /(x„)| < M|x - x„| , M - |Dj(/(xo))|| + 1 (8.21) 

Dado e > 0, existe i/ > 0 tal que, si |y - yol < V, 

ta(»>;v)l < jj\v - vol (8.22) 

Entonces, si x es tal que |x-xo| <8 = min(3i,fj/M) se tiene, por (8.21), 
l/(x)-/(xo)l<M^ = q 
y, en consecuencia, por (8.22) y (8.21), 

h(/(xo)i/(x))| < £|/(x) - /(xo)| < ^W|x -xo|=c|x-xol 
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es decir, |r 2 (/(zo);/(x))| = o(|i-xo|) como querfamos dcmostrar. 


La diferencial Dh(x o) = Dg( jo) ° Df{xo) estart representada por el pro- 

lit’ 


/ah oh\ = /a® d g \ 

\dx\’'"’ dx„) Vav, dy„) 


ah _ dg_dh + dg_8fm . 

dij ~ dm dxj dym dxj ’ 


(9 o /y(*o) - Dg{f(xo)) ■ f{xo) 


(Dg(f(x o)) € £(R m ,R p ) “es" una matriz p x m, /'(*o) un vector de R™ y 
(g o /)'(* o) queda idendificada a un vector de R p ). 

Si tambihn es p = 1, entonces to°/)'(*o) identifies con un nilmero real 


to o f)X*o) = (VjK/N)) . /•(*»)> (8.26) 

Supongamos que p = 1 y que / = (/i /„) y g son de clase C‘ en 

D y SI, respectivamente. Entonces son diferenciables y la formula (8.24) se 
aplica en todo punto xq € Df y el correspondiente Po = /(®o) € 0 : 


+ ((D m g)<./)(zo)-(D J /m)(xo), 




jtaji [/(«»+ tu)-/(xo)] (8.28) 

y se representa porD v f(x o). 

Puesto que 

/ J |/i(*o + •“) _ /(*o)l \ 

Um - [/(* o + *») - /(*o)| = I • 

\ lira ( _o j l/m(*o + tu)~ f(x o)j / 

vemos que D„/(io) existe a y silo si existen las derivadas D„/i(io), 
i = 1 n, de las funciones componentes de / y que, si existe, 

/ D./i(xe) \ 

D./(* 0)= (8.29) 

\ 0./m(xo) / 
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En particular, tomando u = ej t el vector j-isaa o de la base candnica de 
R n , la derivada D ej f(x o) es la derivada partial 

ft<»> 

Dj/txo) = I = 

de / respecto a Xj. 

Teorema 8.3 Sean / : D C R" - 8", io «m punto interior de D, y f 
diferenciable en xo ■ Para todo u 6 R n , u ^ 0, existe la derivada de f 
ftegiin el vector u y viene dada por la formula 

A./(*o) = DJ(x o) • “ = 53 D i /(*°) ■ “> ( 83 °) 

En efecto, si / es diferenciable en aa, tambidn lo son y, como 

vimos en el capltulo 4, existen D«/i(zo) , i = 1, y se tiene 






El teorema del valor medio 

La generalizaddn a funciones vectoriales de los teoremas 4.7 y 4.8 es: 

Teorema 8.4 Sean o,4 £ D, £> svbconjrmto abierto de R", tales que el 
segmento [a, 6] = {a + t(6 - a) : 0 < t < 1} estd contenido en D. Si 
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/ : D C R" -* R m es diferenciable en tcdos los puntos de |a, 6], entonces 
existe 9 6 (0, 1) tal que 

1/(4) - /(o)| < | DJ(a + 8(6 - «)) (6 - a)| (8.31) 

Recutrdese que el Ceorema 4.8 establece que, bajo esas hipdtesis, para cada 
componente /i de / existe 0, e (0, 1) tal que 

/i(4) - /)(«) = V/ ( (a + 8.(6 - d)) (6-o) (8.32) 


Si el punto intermedio a + 8,(6 - a) fuese el mismo para todas las compo- 
nentes, la extension de la igualdad (8.32) a funciones vectoriales seria inmedia- 
ta. Pero ello no tiene por qu6 ser as(: sea, por ejcmplo, la funcidn / : R -• R 2 

Se tiene 

Z>/(*)-ft = fc(“* ) paratodo *€R,A€R 
Considerando a = 0 , 6 = 2ir resulta 


/( 2») -/(0)-(o)* 2 »( ) paratodofle (°' 1 > 

(se tiene sen 2x8 = 0 para 8 = 1/2 y cos 2x8 = 0 para 8 = 1/4 y 8 = 3/4). Asf 
pues, no es posible, en general, obtener para funciones vectoriales la anOloga 
de la igualdad (8.32) y la demostraciOn de (8.31) no es la extension obvia del 


«*) = (*,/(» + <(6-«))> 


Es una funciOn diferenciable por ser composiciOn de funciones diferenciables 
(el producto escalar por un elemento fijo de R m , y •-» (x.y) , es una aplicacidn 
lineal de R m en R y su diferencial es ella misma). Aplicando la regia de la 
cadena se tiene: 


4(t) = <z, Df(a + 1(6 - a)) - (6 - a)) (8.34) 
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Por el teorema del valor medio para funciones de una variable, existe 9 € (0, 1) 
tal que 0(1) - 0(0) = 0'(9) ■ (1 -0), es decir, utilizando (8.33) y (8.34) 

(z,m - /(<*)) = (a, 0 /( 0 + 9(6 - a)) - (6 - a)) (8.35) 

(obsdrvese que (8.35) vale, en realidad, para todo vector z 6 R m ). Como 

* = /(»)-/(•) 4*0, 

1/(6) -/(o)| s = (/(6) - /(o), 0/(0 + 9(6-0))- (6 -o)>< 

< 1/(6) -/(o)||D/(o + 9(6-0)) (6 -o)| 
de donde results (8.31) dividiendo por |/(6) - /(o)| . 

Corolario 8.1 Bajo las hipdtesis del teorema anterior se Irene 

1/(6) - /(o)| < ^sup ||0/(o + 9(6 - o))|| ■ |(6 - o)| (8.36) 

|/(6) - /(o) - D/(o) (6-o)| <^ 10 /( 0 + 9(6-o))- D/(o)|| • |(6 - o)| 
(8.37) 

(8.37) se obtiene de (8.36) aplicado a la funcidn / - D/(a) y teniendo 
en cuenta que la diferencial de 0/(o) es elia misma — en cualquier punto de 
R n — por ser una aplicacidn lineal. La desigualdad (8.36) se denoraina ftfrmula 
de los incrementos juntos y la (8.37), fdrmula de tos incremental finitos con 


Corolario 8.2 Si / es diferenciable en un subconjunlo convexo C y existe 
una constante k tal que ||0/(z)|| < k para todo x £ C, entonces 

l/(*)-/(y)| <fc|*-wl («■*) 

para todo par de puntos x,y €C (o sea, / es lipechitziana en C). 

Proposicidn 8.4 Sea f diferenciable en un conjunto abierto D C R" conexo. 
Es condicidn necesaria y sufiacntc pans que / sea constante en D el que 
D/(x) — 0 para todo x e D. 

En efecto, basta aplicar a cada componente la proposicidn 4.2. 

Corolario 8.3 Sean f y g dos funciones tUferendables en un conjunto abier- 
to D conexo tales que Df(x) = Dg(x) para todo x e D. Entonces, existe un 

vector constante c = (c, c„) tal que fix) = g(x) +c para todo x e O, o 

sea, / y g difieren en una constante. 



8.3. CURVAS EN R N 


435 


Para las fundones de dase C 1 se puede obtener una version mds fuerte de 
la aproximaddn (8.4) del incremenlo de la funcidn mediante su diferencial as( 
como de la proposiddn 8.3: 

Proposicidn 8.5 Sea D on abierto de R" y sea J : D C R" -• K m de close 
C' en D. Para todo x<> e D y todo e > 0 exsste 6 > 0 tat que B 4 ( xo) Q D, 
\f(.x)-/lv)-Df(xo)-(x-y)\<e\x-y\ para todo x,y € Bi(xo) (8.39) 
y, en consecuencia, 

|/(x) - /(y)| < (||D/(*o)l + e) 1* - y| para todo x,y e B»(® o) (8.40) 
Demostracidn: Considereraos, como antes, g = f - D/(xo). Se tiene 
Dg(x o) = Df{x o) - Df(x o) = 0 (la aplicacidn — matriz— cero). Puesto 
que 

Dg-.D — C( R",R m ) 

es continue y ||Dg(xo)|| = 0, existe B#( Zo) C D tal que, si x 6 Bj(x o), 
||Dy(x)|| < e. Por el corolario 8.2, se tendrd |y(x) - y(y)| < e |x - y\ , es decir, 
i/(*) ~ /(») - Df{x o) ■ (x - y)| <e|z-y| para todo x,y 6 B 4 (z 0 ). (8.40) 
resulta de la desigualdad triangular aplicada a 

I f(x) - f(y)\ = ||/(x) - Df(x o) • x\ - J(y) - DJ(xo) ■ y) + Df(x o) • (y - z)| 

8.3 Curvas en R n 

Una curva 7 en R" es la imagen de un intervalo ICR" por una funcidn 
continue 4 : I — R": 7 = {* € R" ; 1 = #t) para algiin t 6 /} (en el 
apartado 7.7 utilizamos el tdrmino arco para el caso en que I es compacto). 
Con derto abuso de lenguaje llamaremoe en ocasiones curoo a la propia funddn 
<t> de la cual es imagen. 

Ejemplos 

1.- El ejemplo mds simple de curva es (valga el juego de palabras) una recta: 

z(t) = xo + tu, t € R (8.41) 

donde xo,u € R°, ti jd 0, se suponen dados (es la recta que pasa por xo y 
tiene a u por vector direccidn). Desplegando (8.41) en coordenadas se tienen 
las expresiones de las fundones componentes : 

( Z,(t) = z? + tui 

\ X.(t)=*S+tUn 


(8-42) 
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4.- En R 3 , la curva definida por 

r *(t)«OC08« 

l y(t) = asent ,teR (8.45) 

l *(»)-« 

es una ft41ice. Si ft > 0, se dice que la Mlice es dexMgim y si ft < 0, lev6gira. 
El mimero 2ir|ft| es el paso de la h61ice (figura 8.2). 

Insistamos en que llamamos aqut curva a la imagen de <£ : / — • R n , 

no a su gttifica, que es el conjunto {(t,*i,...,x„); *i = W> — >*» “ Ai(*)} 

contenido en R "' 1 ' 1 . Por ejemplo, la gr4fica de la funcidn (8.43) es precisamente 
una hfelice en R 3 como la del ejemplo 4. 

El lector reconocerA sin duda, en Ice anteriores, ejemplos de curvas dadas 
por sus ecuaciones paramUricas (el panimetro es la variable t) y, como hemos 
recordado en el primer capftulo, conoce otras formas de representar curvas: la 
grAHca en el piano de una funcidn y = f(x) es, en general, una curva; cualquier 
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v = -Vi-i 3 

/■(!,») = 0 (8.49) 

Asf, la circunferencia (8.48) es la grdfica de la ecuaddn x 2 4-y 2 = 1. En el caso 
de curvas en R n , la tepresentacidn impllcita es un sistema de n— 1 ecuaciones 
en las variables x\,...,Xn. 
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'IK! 







(8.54) 
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Obs£rvese (cf. el apartado 3.1) que, supucsta diferenciable, entonces es 


Um[«to + h)-«(to)-M = 0 (8-55) 

cualquiera que sea el vector a € R", pero que hay un ilnico a € R n , a saber, 
a — 0 ! (to). para el que se verifica la propiedad mas fuerte de aproximacidn 
(8.52). Esto quiere dear que, supuesto que <£'((«) # 0, la recta 

X(t) = M.*o) + V-U,W(M (8.56) 

es, entre las rectas #to)+(t-fo)“ que pasan por «((<|), la quo mejor aproxima 
los valores de la funcidn $t) en las proximidades de <£(to). La Uamamos, por 
ello, recta tangente a la curva <Ht) en el punto ^to) y al vector <5'(«o), 
vector tangente a la curva en #fo); lo visualizamos traslad4ndolo desde el 
origen a 4>(to), o sea, con base en j(to) y extrcmo en $(to) + 0'(*o) (figura 
8.4). 



en el punto (z(-*/2),y(-ir/2)) = (z(ir/2),y(*/2)) = (0, 2) en que se corta a 
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Figure 8-5 


Apltquese lo anterior como ejercido a la grAfica de una funcidn y = f(x) 
de una variable, o sea a la curva x = t , y = /(t), comparando con las obser- 
vadones hechas en el apart ado 3.1. 

Si 0(t) describe el movimiento de una partfcula en cl espacio R", el co- 
«-*o 

represents la veloddad media a la quo la proyccddn de la partfcula sobre 
el .eje x, ha recorrido el espado 0,(t) - 0,(to). Parece, pues, natural Uamar 
vector velocidad (instantdnea) al vector 0'(to). El mddulo o norma de 
este vector es la velocidad (instantdnea) de la partfcula en el instante to. 
Esta interpretaddn dindmica de una curva y de su vector tangente (ndtese 
que Sate senala el scntido de avance sobre 0(t) al crecer t) es Util en otros 
campos diferentes a la Bsica. Por ejemplo, para la curva 
*(t) = cost, y(t) = sent , 0 < t < 2ir 

el vector veloddad , es o(t)^= = (-sent, cost) y la veloddad 

Se define como vector aceleracidn en t = to del movimiento definido 
por 0(t) a la derivada en to, si existe, de la funcidn t w v(t) = 0'(t), o 
sea, a 0"(to). En el ejemplo anterior, 0"(t) = (- cost, - sen t). Obsdrvese que 
la aceleracidn no es nula porque el vector velocidad, aun siendo de mddulo 
co ns tan te, varia en direcddn con el tiempo. Hay dos posibles definidones de 
aceleracidn escalar: bien como 

SW‘11 

bien como |0"(t)|, que, como regia general, no coindden: en este ejemplo, 


|K‘)l = 0y |0*(t)| = 
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Campos vectoriales y curvas integrates 



/<*) = -*£ jj (8.57) 


/(*) - (A(*)./a(*)./*(*)) = * 8 ' 58 ' 

siendo K una constants (obsdrvese quc el vector /(*) estA dirigido hacia el 
origen-, csbdcese una figura en el piano). 

En el caso de un campo de velocidades, /(*) se interprets como cl vec- 
tor velocidad en el punto * de una partfcula que se mueve de acuerdo a la 
ley ffaica relevante en el fendmeno bajo estudio. Por ejeinplo, supongamos 
en el piano una placa circular (un antiguo disco de vinilo, por ejemplo) que 
gira en sentido positive alrededor del origen con una frecuencia de ui vueltas 
por minuto. Entonces, el punto de la placa que estA en un instante dado en 
fx.y) se mueve con un vector velocidad f(x,y) = (-2nu!y,2xux). En efecto, 
^(t) = (r cos 2*urt, r sen 2xvt) describe el movimiento de giro en sentido po- 
sitive con frecuencia u de un punto que estA a una distancia r del origen. 
Entonces, = (-2it«rsen2*ud,2irwrco82*urt) = (-2*uy,2xux) (dibOje- 
se tambidn aquf un esbozo de este campo de velocidades). 

Muchos problemas dinAmicos, o sea, problemas que surgen en el estudio de 
fendmenos que evoludonan en el tiempo, se ajustan al siguiente modelo: La 
ley ffaica (o bioldgica, econdmica, etedtera) que rige el fendmeno bajo estudio 
define un campo vectorial f(x) y se plantea la cuestidn de determinar las curvas 
ip(t) (Uamadas curvas integrities del campo) que describen la evolucidn de 
dicho fendmeno con la condicidn de que, en cada uno de sus puntos, el vector 
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tangente ha de ; 


! el vector que asigna el campo, o 

m=nm 


para todo t del intervalo de definicidn de ddt) (el campo /(i) es, pues, un 
campo de velocidades y sus curvas integrales son las curvas que, partiendo de 
un estado initial xq = $(0), van “buscando" ser en cada punto tangentes al 
campo; figura 8.6). 



Anallticamente, el problems de la determinaddn de las curvas integrales 
de un campo vectorial /( x) es de la resolucidn del ristema de ecuaciones 
dijermtiales: 

(8.60) 

( x '„ = /*(x, , ...,*.) 

■, en forma de ecuatidn diferencial vectorial 

*' = /(*) (8.61) 
El resultado fundamental de la teorfa de ecuaciones diferenciales establece 
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de tal modo que el sistema (8.63) results equivalent* (de las soludones de uno 
se deducen las del otro) al sistema de 2n ecuaciones de primer orden 


*» = “» 

o', = ^/i(*i *.)• f 8 ' 64 ) 

«4 = *•) 

al cual se aplica la teoria general elaborada para los sistemas en la forma 
candnica (8.60). En las trajectories de este sistema, que son curvas en R 2 ", 
queda rcflcjada la evolucidn conjunta de los vectores posicidn y velocidad de 
los movimientos regidos por la ley (8.62) (problems 8). 

8.4 Notas y complementers 

1. Diferenciales de orden superior 

Sea / : D C R“ — < R" y supongamos que existe Df(x) para todo z £ D. 
Se tiene entonces definida una aplicacidn Df : 

Df(x) 6 £( R", R m ) « R m ’ n (8.65) 

Si a su vez est a aplicacidn es diferendable en un punto zo € D (respectiva- 
mente en todo D), se dice que f esdos vcces diferendable en zo (resp. en D) 
y la differencial de Df en zo se llama diferendal segunda de / en zo y se re- 
presents por D 2 f(x o) o /*(xo). Es un eleraento del espacio £(R n ,£(R”,R m )). 
(M4s generalmente, sin exigir que / sea diferendable en todo D. se dice que 
/ es dos veces diferendable en zo € D si / es diferendable en un entomo U 
de Zo y la aplicacidn Df :U -» £(R n ,R m ) es diferendable en zo.) 

No es fecit la interpretaddn directs de los elementos del espado 
£(R",£(R",R m )), pero en algebra lineal se ve que se pueden identificar con 
las aplicacionea bilineales de R" en R m . Recordemos que una una aplicacidn 

(z,v)9R"xR“^B(z,y)eR m 

es bilineal si es lineal en z para cada y fijo y lineal en y para cada z fijo, o 
sea, si cualesquiera que sean x,y,z € R" y a, 8 6 R se tiene: 

B(ax+0z,y) = aB(x,y) + 0B(z,y) 

B(x,ay+0z) = aB(x,y) + 0B(x,z) 
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Una aplicacidn bilineal se dice que es simUrica si B(x, y) — B(y,x ) 
para todo par de puntos x,y € R". Ei conjunto de aplicaciones bilineales 
de R" en R m es un espacio vectorial que se denota por £(R n ,R";R m )) o 
£j(R n ,R m ). Recordemos tambitii c6mo se logra la identification mendonada. 
Sea H e £(R n ,£(R n ,R m )); tomemos un x 6 R" cualquiera y pongamos 
L, = H(x). Entonces, l, € £(R“,R m ) y B(z,y) =' L,(y) 6 R m para todo 
y 6 R". La aplicacidn (x,y) *-• B(x,y) asi definida se comprucba ttcilmcntc 
que es bilincal y, por tanto, a todo eleniento de £(R",£(R",R m )) queda 
asociado una aplicacidn bilincal B 6 £(R n ,R";R'"))- Redprocamente, toda 
aplicacidn bilineal B € £(R",R";R m )) es la imagen por esta corresponden- 
cia de un elemento de £(R n ,£(R",R m )); en efecto, dada B(x,y), entonces, 
fijado x € R", la aplicacidn H(x) ^ B(x, •) pertenece a £(R",R m ), y, por 
tanto, H : x •- B(x, ■) pertenece a £(R", £(R n , R m )). Se comprueba que esta 
correspondenda es lineal y biunlvoca y, en consecuentia, se pueden idcntificar 
ambos espacios (de hecho, no adlo como espados vectoriales sino tambidn en 
tanto que espacios normadoe: lo mismo que para las aplicadones lincalos, se 
puede definir una norma en el espado £j(R",R'") de aplicaciones bilineales 

||£>| = max {|0(x,y)| ; |*| , |y| < 1} 

y se comprueba que, en la correspondenda anterior, ||£|| = ||//|| , o sea, que 
se trata de una isomelria entre £2(R",R m ) y £(R n ,£(R n ,R"*))). 

Concretando eeto a lo que aqul nos interesa, si Z)*/(*o) € £(R n ,£(R",R m )) 
existe, se identified con la aplicacidn bilincal 

(A,*) — . (D’/fxo) • A) ■ A ^ D?f(xo) ■ (A, A ) (8.66) 

(utilizamos, como en el apart ado 8.1, la notation Lh para indicar la actuation 
de una aplicacidn lineal sobre un vector para no sobrecargar la escritura de 
parCntesis y, asl, la interpretation de (8.66) es la siguiente: A y k son vectores 
de R"; como D 3 f(xo) es una aplicacidn lineal R n -• £(R",R'"), su valor en 
A € R" es un elemento £>»/(* o) - A € £(R",R m ), es decir, D*f(xo) • A es una 
aplicacidn lineal R" — R m ; y su valor en k 6 R n se denota por (Z^/floJ-A)-*:, 
que es un elemento de R m ). Se puede demostrar que si / es dos veces 
diferenciable en zo, D s /(zo) es una aplicatidn bilineal simdtrica, es decir 

rfi/to) (A, A) = r?f(xo) ■ (A, A) para todo par A, k € R" (8.67) 

(vdase (3] o [5), obras a las se remite al lector interesado en profundizar en las 
cuestiones esbozadas en esta nota). 



1. NOTAS Y COMPLEMENTOS 


Las aplicaciones biliueales de R" en R, llamadas formas bUineales en R", 
est&n representadas por matrices n x n : Dados x — (zi, ...,x n ), 
V = (vi,-,Vn) se tiene: 

B(x,y) = B j ='£,'£x i y i B{e i ,e i ) = 

= 

donde ilamamoa tambidn B a la matriz de elementos 6,, = B(e,,Cj). 
Reclprocamente, dada una matriz B n x n, es inmediato comprobar que 
( x,y ) i~* x T By es una forma bilineal en R" (Cuando en una forma bilineal 
hacemos y = x se obtiene una forma cuadrdtica B(x, x) en R n .) 

Si f : D C R" — • R es dos veces diferenciablc en xo e D £cdmo serd 
D 2 f(xo) en tanto que forma bilineal en R n ? Sea A = (a,j) la matriz que 
rcpresenta a lfif{x a )\ entonces, a,, = Lpf(x o) ■ (*,ej) y 

&/1 *>)(M) = ££adM* 

Ademds, A es simdtrica por (8.67). Por hipdtesis, / es diferenciablc en todo 
punto x de un cierto entomo U de *o y, como sabemos (apartado 3.3), 
Df(x) : R" — > R estd dada por 

Df(x) ■ (*, *») = j£(*)*r + • ■ • + (8.68) 

(en el apartado 3.3 representdbamos estc valor por d/(x; h)) y, a su vez, 
D/:I/CR“-. £(R n ,R m ) es diferendable en io- Entonces 

(DVOr o) • h) • k = (por (8.30)) = (lira j[Df(x „ + th)~ Df(xo)]j ■ k = 

= limi[D/(*o + f*) i-D/(xo) fc) = 

= Ji5S7 [£^ (a =° + ^ - g • *•] = 

Tomando Ids vectores de la base canbnica A = ej , k = e*. results 
Oji = fojfaS * °) = (P° r la simetria de A) = a,, 

© ITES - Fncaninfo 
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de modo que, como cabla esperar pot los comentarios que hicimos en el capftulo 
5, la matrix que da la diferencial segunda de / no es otra que su rnatriz 
hessiana. (De la demostraciOn anterior vemos que si / es dos veces dife- 
renciable, entonces / posee derivadas parciales segundas; se verifica ademOs 


dxjdxi 


(8.69) 


por el resultado (8.67), es derir la igualdad de las derivadas segundas cruzadas. 
Las hipdtesis del teorema de Schwarz y sus variantes que aseguran la existencia 
de las derivadas segundas de / y la igualdad (8.69) son condiciones suficientes 
para que / sea dos veces diferenciable.) 

Si la diferencial segunda existe en todo punto de D, define una aplicacidn 


D - £(R n ,£(R",R m )) « £j(R",R m ) 

cuya diferencial en x<,, si existe, es la diferencial lercera de / en xo- Y, 
en general, se define por recurrencia la diferencial p-(sima, D*f(x o), como 
la diferencial de la diferencial de orden p - 1. D’’/(zo) se identifica con un 
elemento del espacio £p(R",R m ) de aplicadoncs p-lineales de R n en R m : 

V 

R n x TTT xR n 3 (fc> V) A D*/(*o) ■ (h‘ If) € R m 




se definen de manera amtloga a las i 



Sean E y F dos espacios normados y sea D un subconjunto abierto de 

E. Se dice que una funddn / : D — F es diferenciable FYOchet en el punto 

xq € D si existe una aplicadOn lineal y continue L:E —* F tal que 


to i [/(** +h) - f(xo) - £(/.)] = ° (8.70) 

Hay en esta definicidn una diferenda respecto a la definidOn 8.1: en di- 

mension finita, toda aplicadOn lineal L : R n — R m es continua, como vimos 
en el apartado 7.6, pero esto no tiene por que ser asf en espados normados de 

dimension infinita. Para man tenet el objetivo esendal del cOlculo diferencial, 

a saber, la ajnoximaciin local de una aplicadOn arbitraria por una aplicaciOn 
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lineal, ha de imponerse de entrada que fata sea continua. El conjunto de apli- 
caciones lineales continuas L : E —• F se represents por C{E,F). Se puede 
demostrar la siguiente caracterizacidn: 

Dad a una aplicacidn lineal L : E —* F, las tres condiciones siguientes son 
equivalentes: 

(l) L es continua en todo punto de E. 

(ii) L es continua en el origen O € E. 

(iii) |£(x)| estd acotada en la bola unidad |x| <\. 


De (iii) se deduce que |£(x)| < k\x\ para un cierto k £ R; la rnenor de esas 
cotas k es ||£|| = max{|£(x)| ; |x < 1), se llama norma de L y, efectivamente, 
L h* ||£|| es una norma en C(E,F) (es un espacio de Banach si F lo es). 

Como en el caso de los espacios R", se demuestra que hay a lo mds una 
aplicacidn £ € C(E, F) que satisface (8.70) y tambidn, prdcticamente con las 
mismas demostraciones, se demuestran tod os los resultados expuestos en los 
apartados anteriores y en la nota precedente. 

Tambidn se define de la misma manera la derivada segdn un vector: Sea 
/ : D -* F, y sean xo € D y u € E, u 0, un vector dado. La derivada de 
/ segdn el vector u en zo es el Kmite, si cxistc 

J l/(*0 + tu) - /(®o)J 

y se represents por<t,/(xo) o df(x o,u). Si df(x o,u) existe para todo u € E 
y la aplicacidn de E en F dada por u *-» dj(x o, u) es lineal y continua, se 
denomina diferencial de Gateaux de / en xo y se dice que / es dife- 
renciable Gateaux en zo- Como en dimensidn finita, si existe la diferen- 
cial de PVdchet, tambidn existe la diferencial de Gateaux d(z o, •) y se tiene 
df(x o,«) = D/(z o) - u para todo u 6 E. El recfproco no es cierto en general, 
pero se demuestra que si existe la diferencial de Gateaux d(z, •) en todo z de 
unentomo U de xo y la aplicacidn z >— d(x, ■) de U C D C E en £(£, F) es 
continua, entonces / es diferendable FVdchet en xo y df (x o,u) = D/(zo) • ti 
para todo u € E. Dado que el cdlculo de diferenciales de Gateaux es mucho 
mds facil. este hecho proportions un mdtodo prdctico muy dtil para calcular 
diferenciales de FVdchet. La regia de la cadena se verifies para las diferen- 
ciales de FVdchet, como hemos apuntado antes, pero no, en general, para las 
de Gateaux. Esta es la razdn fundamental para basar el cdlculo diferencial 
en espacios normados sobre la diferentiabilidad mds fuerte en el sentido de 
Frdchet. 
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8.5 Problemas 

1. Dada una matriz A n x n se considers la funci6n / : R" -• R definida 
por f(x) = x?Ax. Demostrar que 

f(x o + h) - f(x o) = h T Axo + x$Ah + h T Ah 
y deducir de ello que DJ(x o) — 2 x„A. 

2. Probar que la cicloide es la curva que traza un punto P de una cir- 
cunferencia de radio a cuando la circunferencia rueda sin dcslizarse a 
lo largo del eje Ox. (IndicaciOn: Figure 8.1; utilfcese corao par4metro 
t el Angulo que da la rotacidn de la circunferencia determinado por la 
vertical y el radio que, en cada posicidn, une el centra de la misma con 
el punto P.) 

3. Dada la Mice 4>(t) = (2cos t,2sen t,t) sepide: 


(a) Determinar su vector tangente. 

(b) Comprobar que no se cumple con igualdad el teorema del valor 
medio en el intervalo [0,2ir] (vfease el comentario que sigue al enun- 
ciado del teorema 8.4) y que, en consecuencia, no es cierto que la 
velocidad media desde t = 0 a t = 2z sea igual a la velocidad 
instantiinea en un tiempo intermedio (a diferencia de lo que ocurre 
en una dimensidn). 

4. El piano normal a una curva Hi) del espacio R 3 en el punto d’(to) 
es el piano que pasa por ese punto y tiene por vector normal 0'((o). 
Determinar el piano normal a la htlice (a cost, a sent, lit) en el punto 
« 0 ). 

5. Probar que si una partfcula recorre una curva d(0 mantenitadose a una 
distancia fija del origen, es decir, |0(t)| = r es constante para todo t, en- 
tonces el vector posicidn Hf) 89 perpendicular al vector velocidad 

a lo largo del movimiento. (IndicaciOn: derfvese |^(t)| 2 = (0(t),^(t)) .) 

6. Demostrar que la velocidad (escalar) es constante si y s61o si el vector 
aceleracidn es perpendicular al vector velocidad. 


7. Un oistema gradiente en un abierto f! C R” es un sistema de la forma 
s' = -VF(z) donde F : fi — R es de clase C 2 (es tradicional la 
escritura con el signo (-) con el objeto de simplificar ciertas expresiones; 
no hay p4rdida de generalidad pues, desde luego, el campo vectorial 
/(x) es el gradiente de cierta fundOn potendal: f(x) = V(-F(x))). 
Demostrar los siguientes resultados: 



5.5. PROBLEMAS 451 

(i) Los puntos de equilibrio del sistema son los puntos crfticos de la 
funcidn F. 

(ii) Dado x € 0, sea i j>(t,x) la solution del sistema tal que 4>(0,x) = x. 
Si 

F(x)V 


entonces F(x) < 0 para todo x € fi y F(x) = 0 si y sdlo si x es 
punto de equilibrio. 

(iii) En los puntos reguiares (los que no son de equilibrio), las trayec- 
torias cortan ortogonalmente a las superficies de nivel (curves si 
n = 2) de la funcidn F Dibujar las trayectorias del sistema gra- 
diente definido por F(x,y) = x 2 + 

(iv) Un sistema gradiente no posee trayectorias que sean curvas cerradas 
simples (que corresponderfan a soluciones periodical del sistema). 

8. Si un campo de fuerzas /(x) cs un campo gradiente, o sea, tal que 
/(x) = -VF(x) para derta F : SI -• R, se dice que es conservative, por 
la razdn que enseguida veremos. La funcidn F se dice que es la funcidn 
en ergta potencial asociada al campo (una energfa potendal, mds bien, 
pues F(x)+C para cualquier constante C proporciona el mismo campo 
de fuerzas /(x)). Si 0(t) es el movimiento en dicho campo de fuerzas 
de una partfcula de masa m, la cantidad 

5">|*'(t)| J 

es su energfa dnitica en el instante t y 

E(t) = im|^(t)| J + F(*(t)) 


su energia total 

(i) Demostrar que en un campo conservativo la energfa total de cualquier 
movimiento es constante a lo largo del tiempo (la energfa total se 
conserva. Indicacidn: Derfvese Eft) utilizando la regia de la 

(ii) Comprobar que F(x) = —K/ |x| es una energfa potential del campo 
gravitatorio (8.57). 



CAPlTULO 8. FUNCIONES DIFERENCIABLES 



\my 2 + F(x) = + F{x o) 


** = -* 



Capftulo 9 


El teorema de la funcion 
implfcita 


Esto capftulo cstd dcdicado a la demostraddn pendicntc del teorema de la 
funcidn implfcita y los resultadoe concxos relatives a la existencia de funcidn 
inversa, la dependencia fuucional y el m6todo de loo multiplicadorcs de La- 
grange y de Kuhn-Tucker. El camino elegido para la demostracidn de aqu6l 
se baaa cn el potente mttodo de aproximaciones sucesivas que se exponc en el 
apartado 9.1, el cual se aplica en otras situaciones del andlisis matemdtico y 
en contextos mucho mils general cs que el de este curso. 


9.1 Aproximaciones sucesivas 


Como decfamos en el apartado 4.2, el problema de si cl sistema de m ccuaciones 
en n + m variables 


I Vm) — 0 

1 f'm(*l,~,**,Vl,-,Vm) = 0 

se puede resolver en las m variables yi,...,y m , o sea, si define 
tamente a las variables j/i, ...,Pm como funciones de las variable 

( yi = .*») 

Vm = /m(*l,-,*n) 


(9.1) 

impllci- 


(9.2) 


se puede contemplar como el de la busqueda de soluciones del sistema prdximas 
a una solution conocida (xo,yo) = (z?, — ..., ySJ,). 
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Muchos problemas de resolucibn de ecuaciones (no s61o algebraicas, sino 
tambita diferendales, integrates, etc.) se pueden plantear como problemas 
de punto fijo: dado un conjunto X y una aplicacibn T : X — • X, se dice que 
(eX es un punto fljo de T si T({) = {. Un procedimiento de biisqueda de 
puntos fijos es el Uamado mbtodo de aproximaciones sucesivas. Consiste 

en partir de un “valor de prueba” xo y calcular su transformado x\ — 'I'(xq). 

Si Xi = xo, ya hemos Uegado a un punto fijo, y si X\ xo cabe esperar 
(bajo ciertas circunstancias) que x\ sea mejor “valor de prueba" que xo. 
procediendo entonces a reiterar el proceso, es decir, a calcular xj — T(xj) y 


x*+i=T<* 4 ) 

con la esperanza de que el mbtodo sea convergente, es decir, que la sucesidn 
de iterantes o aproximaciones sucesivas x 4 converja hacia el punto fijo. 
Naturalmente, el mero hecho de hablar de “convergencia” implies que en el 
conjunto base X ha de tener sentido hablar de cuestiones de convergencia, o 
sea, que X debe estar dotado de una topologla. En el contexto presente, 
X = R n , para cierto n, y cl proyecto descrito tiene perfecto sentido. 

Entre las diversas hipbtesis que garantizan la convergencia del mbtodo do 
aproximaciones sucesivas, la mils conocida es la de contractividad, comb 
se demuestra en el teorema que sigue, uno de los rnSs cblebrcs del anSlisis. 
Recordemos la siguiente 

Definicidn 9.1 Sea X un subconjunto de R". Una aplicacidn 
T : X — R" se dice que es contractiva (o que es una c ontraccidn) si 
exisle una constants a < 1 tal que 

\T(x)-T(]i)\<a\x-v\ 
para todo par de puntos x,y 6 X. 

(Obsbrvese que una aplicadbn contractiva es, en particular, lipschitziana 
y, por tanto, uniformemente continua.) 

Teorema 9.1 (teorema de la aplicacufn contractiva o del punto fijo 
de Banach ). Sea X un subconjunto cerrado de R" y sea T : X — * X una 
aplicacidn contractiva. Entonces T tiene un dnico punto fijo { en X y. para 
todo Xo 6 X, la sucesidn de iterantes x, = T(xo), ...,** = T(x*_i) converge 
a £ y se satisface la siguiente estimation del error 




(9.3) 
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Demostracidn. Dado zo € X, definimos x k = T(x k -i). Para lodo k : 

|^fc+i - **l = |T(*t) - T(*fc-i)l < a (i* - i*_i| <-..<<** |z| - *o| 

< |*m-*m-l| + ... + l*»+l-*tl<(<> m - I + ... + 0*)|ll-ao| = 

= 1-<t |zi~zo|<— |z,-zo| 



para todo m, k > ko. Esto significa que {**} es una succsidn de Cauchy en 
X que, por ser fete cerrado, converge a cierto { € X. Se tiene: 

|r«)-{| = TO - T(x k ) + T(x k ) - z* + z k - *| < 

< TO - T(**)l + TO.) - mi + 1*» -«l < 

< (1 + a) |n - 4| + a* |zi - ®ol — • 0 cuando k — • oo 
y, por tanto, |T({) - {| = 0, es dear, T(() = (. 

La unicidad del punto fijo es evidente, pues si£,r / fuesen dos puntos 
fyos distintos tendriamcs |4-q| = |T({)-T(ij)| < a|«-t)|, de donde 

(l-“)|{->)|SO,loqueesimposibleporsor a<l y I C — »j| > 0. 

Observation™: 

1. Algunos de los mttodos que se utilizan para la determinacidn de soluciones 
de una ecuacidn f(x) = 0, / : R — • R, pueden formularse en el marco de la 
teorfa de puntos fijos. Por ejemplo, el Uamado mitodo de la cverda consiste en 
lo siguiente: se parte de una aproximaddn inicial zo a la solution que se busca 
y trazamos la recta con pendiente m fijada que pasa por el punto (zo, /(z o)) 
(Fig. 9.1'); esta recta corta al eje de abdsas en el punto zi , que, esperamos, es 
una mejor aproximacidn que zo a la soluddn buscada; se repite la operacidn 
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y, en general, 

m = * = 0,1,2,™ (9.5) 

o sea, 

m(x k+l -x t ) = -f(z k ), k = 0,1,2,™ (9.6) 



es obviaxnente equivalente a Six’) = 0. Asimismo, se observe que (9.7) no es 
otra cosa que la sucesi6n de iteradas xt+i = T(xj). Si T transforma un cierto 
intervalo cerrado I en sf mismo (es decir, T(I) C I) y verifica |T*(€)I 
(o sea, |1 - /'(£)/m| < a) para todo £ € /, entonces T es contractiva — por 
el teorema del valor medio— y, por el teorema de Banach, la sucesidn {a*} 
converge a cierto Bmite x* € I que es un punto 6jo (el toico en I) de T. 



9.1. APROXIMACIONES SUCESIVAS 


Si se trata de una ecuadfin vectorial /(x) =0, / : R" — • R", la genera- 
lization del esquema iterativo (9.6) seria 

W(»W.l -**) = -/(»»). fc = 0,1,2,... (9.9) 

siendo M una matriz n x n no singular. Si se toma, en particular, 
M = Df(xo) (m = f(x o) en R), se tiene el llamado mUodo de Newton 
corregido. En el mitodo de Newton usual se va variando en cada caso la 
“pendiente” de acuerdo con el esquema 

D/(**)(* wl -x*) = -/(x„), * = 0,1,2,... (9.10) 

Se aprecia en la figura 9.2 que el rnOtodo de Newton, con vistas a las 
aplicaciones practices, proporciona una convergencia mas rapids, pero, como 
contrapartida, tiene el inconveniente de que puede set complicada, si n > 1, 
la evaluacidn en cada paso de la matriz jacobiana y la resolution de (9.10). 



Figura 9.2 


2. Obsarvese que la demostracidn del Teorema 9.1 vale para cualquier norma 
de R“. La condiddn es que la aplicacidn T sea contractiva para la norma 
considerada (una aplicacidn puede ser contractiva respecto a una norma y no 
serlo respecto a otra). 

3. El matodo de aproximaciones sucesivas (a pesar de que su nombre asi 
parece indicarlo) no es la ilnica forma de aproximarse a un punto fijo: el 
matodo de bipartici6n de las demostraciones tradidonales del teorema de ceros 
de Bolzano da una idea de otras posibilidades. Existen otros matodos basados 
en el cSlculo diferencial, como el de Newton (9.10) antes mendonado y otros. 

En muchas aplicaciones de interas (en particular, en la demostraddn del 

teorema de la funddn implfcita que veremo6 a continuacidn), la aplicaddn T 
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depende de uno o varies pardmetros, y es important^ saber en qu6 sentido el 
punto fijo cuya exist encia se demuestra en el teorema 1 depende de ellos. 

Teorema 9.2 (de la contraccidn uniforme). Sean A an subconjunto de 
W y X an subconjunto cerrado de R" y sea T:\xX-sX una aplicacidn 
continue y umformemente contraction, es dear, tal que existe a < l con la 
propiedad 


|7XA,*)-T(A,»)|<<»|*-y| (9.11) 

para todo x,y € X y todo A e A. 

J. Sea {(A) el (dmeo) punto fijo de la aplicacidn contractiva x •-* T(A,:e). 
Entonces la aplicacidn A •— ((A) de A en X es continue. 

2. Si ademis existe L tal que 


\T(\,x)-T(*x)\<L\\-p\ 

para todo A, p € A ,x€X,o sea, si T es a niformemente lipschitxiana 

K(A)-{0*)l<j^|A-p| (9.12) 

es decir, la aplicacidn A {(A) es lipschitxiana. 

Demostracidn. 

I€(A)-€(M)I = 1T(A,«A))-T(p,{(p))|< 

< |T(A,4(A)) - T(A,<(p))| + |T( A, ((/*)) - T(p,«p))| < 

< a |{(A)) - t(/i)| + |T(A,4 (m)) - T(p,4(p))| 

de donde 

14(A) -40*)l < PX*.4M) - T0*,4M)i 

que tiende a 0 cuando \ — p por la continuidad de T. La segunda afirmacidn 
del teorema es tevidente. 

©ITES - Paraninfo 
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9.2 Teoremas de la funcidn implfcita e inversa 

Para establecer el teorema de la funridn implfcita para sistemas de varias 
ecuaciones en varias variables hay que definir las diferenciales parciales de 
una funcidn vectorial. Sea F : S2 -» R m una funciOn definida en un abierto SI 
de R w . Contemplemos R w como el product© cartesiano W x R’ separando 
las ff—p+q variables que describen los ptmtos de R w en dos grupos de, res- 
pectivamente, p y q variables: x = (li ,. y = (pi, Fijadas unas 
normasen R p y R’, que representamos simplementc por |x| y |y|, utilizaremos 
en R" w R" x R’ la norma |(x,y)| = |x| + |y| (es claramcnte una norma en 
S p x R’ y recordemos que en cuestiones de continuidad y diferenciabilidad 
podemos usar en estos espacios euclfdeos cualquier norma pues todas ellas son 
equivalentes). 

Dado (xo.yo) € fl, xo € R p , yo € R*. se tienen definidas las aplicaciones 
parciales 


x ►- F(x,id) , y *-» F(xo,y) 

Pues bien, si la funciOn parcial x >-• F(x,y o) es diferenciable en xo, su 
diferencial, elemento de £(R p ,R m ) que deno tamos por D,F(x o,yo), se dice 
que es la diferencial parcial de F respecto a x en (xo.yo). AnSloga- 
mente, la diferencial parcial de F respecto a y en (xo,yo) es la dife- 
rencial D„F(xo,1id) £ £(R , ,R m ) de la aplicacidn parcial y — F(x 0 ,y) en el 
punto yo. 

Proposicidn 9.1 Si F : R p xRi D Si -• 3 m es diferenciable en (xo.yo), en- 
tonces existen las diferencudea parciales D,F(x o,yo) , D t F(x o.yo) y se (iene 

DF(x o,yo) • (M) = D,F(xo,«o) ■ h + D,F(xo,yo) • k (9.13) 

para todo par h = (hi hp) £ RS, k = (ki,...,kq) € R 9 . 

Demostracidn: Sea A la aplicacidn lineal R p — R m definida por 
A(h) = DF(x o.KD) - (*.0) 

Por la diferenciabilidad de F en (xo.yo) se tiene: 
jij [F(xo + A,yo) - F(*o,Ko) - = 

= (ftOHfoo) |(h ' o )j + *•»») ~ *t**»*») ~ DF (*»■*») ‘ = 0 
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y, en consecuenda, x >-» F(x,yo) es diferendable en *o y su differencial es 
ft r-> DF(x 0,J«) • (ft, 0). De la misma raanera sc prueba la diferenciabilidad 
parcial respecto a y y la formula (9.13) deriva de la linealidad de DF(xo,yo) ■ 

DF(zo,yo) -(ft, ft) = DF(xo,yo) • (ft,0) + DF(xc,yo) ■ (0, fc) = 

= D I F{x a ,y<,) h + D,F(xo,yo) ■ k 
DF(xo,yo) estfe representada por la mairiz jacobiana m x (p+fl) 

( OF, OF, OF, OF, \ 

Ox, Oy, 8y, j 

0F m 8F m 8F m 8F m I 

Ox i 8x, Oy i Oy, / 

cvaluada en (xo,yo)- Hacifendola actuar sobre vedores (ft,0) y (0, fc) vemos 
quc las representaciones matriciales de D,F(x o,po) y D,F(x o,yo) son, res- 
pect! vamente, las submatrices de la anterior 


3Fi 

an 


OF, 

OF, 

8*i 

8x, 

y 

Oy . 

Oy, 

8F m 

8F m 


0F m 

0F m 

, 8*i 

Ox, 


Oy i 

Oy, 
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|F(*o + h ,Vo + *) - F(xo.yo) - \D,F(xo.ya) ■ h + D,F{x o,yo) • *]| < 
< |F(zo + h.no) - F(xq,jio) - D x F(x o, jo) ■ h\ + 

+ |F(*o + h,Vo + *)- F[x o + h,yo) - D,F(zo,Vo) • *| < (como en el 
corolario 8.1) < sup ||D,F(io + 9h,yo) - O,f(zo,!/o)ll IM + 


sup ||D,F(io + fc,w+0*)-D,F(*o,»)lll*l 
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lo que implies, para |ft| < 4, |fc| < 4, 

|F(*o + h.yo + k)~ Ffxo.yo) - |DiF(®o,!(o) • A + D t F{xo,yo) • *)l < 

<*(W + W) 

y, de aqul, que F es diferenciable en (xo.po) y que su diferencial es efectiva- 
mente la aplicacido lineal {h, k) ►— * D,F(xo, yo)-h + D y F(x 0, yo)-k. 

Tambidn nos va a ser litil la adaptacidn de la proposicidn 8.S a las dife- 
renciales pardales: 

Proposicidn 9.3 Sea F : R p x R* 3 (l —• R m tol que la diferencial parcial 
D y F(x,y) exists en todo (x,y) e H y la aplicacidn (x,y) — D„f( x,y) es 
continue de (l en £(R’,R m ). Entonces, para todo (zo>Ve) € (l y todo 7 > 0 
existen 4 > 0 ,e > 0 tales que B t (xo) X B,(yo) C fl, 

I F(x,m) - F(x,yi) - D,F(xo,Vo) ■ (po - Vl)l < 7|» - Vil 
para todo x 6 B t (x 0) y todo par yi.ju e B,(y 0), y, como consecuencia, 

|f(x,V») - f(x,y 1 )| < (||D,F(xo, l«)ll+7) \n ~ !/il 
P“m (*.»i).(*.Vs) € B s (xo) x B«(yo). 

. En efecto, se considers, como en la demostracidn de la proposicidn 8.5, la 
aplicacidn G(x, y) = F(x,y) - D,F(x o,yo)- Asf, se tiene 
D v G(x o,yo) = DyF(xo,yo)-D,F(za,yo) = O (la matriz cero mxq) y se argu- 
ments como aUt a partir de la continuidad de la aplicacidn (x,y) •-* D v G(x,y). 

Con estos preparatives, enunciamos ya el teorema de la funcidn im- 
plfcita: 

Teorema 9.3 Sea F : fl -* R m ana funcidn de close C' en un abierto Q de 
R" x R m . Supongamos que el pvnto (xo.yo) 6 it es tol que: 

1. F(x o,ia>) = 0. 

2. D p F(xo,yo) € £(R m ) es invertible. 

Entonces existen 4 > 0, e > 0 y t mo funcidn } : Bc(x 0) — * B e (yo) de 
close C l tales que 


l- /(* 0) = Vo - 

2. P(x, f(x)1 — 0 para todo x € Hs(xo) . 
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3. Para coda x e B t (x o) , V = /(*) “ la tinica solucidn de la ecuacidn 
F(x,y) = 0 que pertenece a B,(yo) . 

4- La diferendal de f enxG Bi(x o) estd dada por 

Df(x) = - (D,F(x,J(x)))-‘ D.F(x,f(x )) (9.14) 

Ay! pues, y en terrain os practices, el teorema establece que si se tiene un 
sisteraa de m ccuaciones y B + m variables: 

Fi(xi,...,x n ,yi,...,y m ) =0 

Vi. ...Vm) = 0 

y es distinto de cero el delermmante jacokiano de F = (Fi,...,F m ) respecto 
a las variables (yi,...,Vm) ■ 



evaluadoen (xo.yo) = donde (xo.yo) es una solucidn 

conocida del sistema, entonas cs posiblc, al menus tedricamente, expresar las 
variables en funcidn de las variables xi,...,in en un entorno de 

(*0,W). 

Demostracidn. Segtin adelantAbamos al comienzo del capltulo, la idea 
de la demostracidn es plantear el problems de la existencia de funciones 
y = /(x) defmidas implfcitamente por la ecuacidn F(x,y) = 0 como el de la 
biisqueda de soluciones de la ecuacidn prdximas a lasolucidn conocida (xo,yo). 
Para ello, vamos a aplicar el mdtodo de Newton corregido (9.9) a la ecuacidn 
F(x,y) = 0, con (x,y) 6 $1 C R n x R m , F : fl -» R m , considerando x como 
un pardmetro, con la idea de aplicar el teorema de la contraccidn uniforme, 
Para simplificar (no se pierde generalidad con ello) hagamos xo = 0, yo = 0, 
llamemos M = O y F( 0,0) y planteemos el esquema iterativo 

M(y*+ 1 -y») = -F(x,y»), fc = 0,l,2,... (9.15) 

Si se demuestra que {ye} converge a un lfmite /(x), entonces, por la 
continuidad de F, se tendril F(x,/(x)) = 0. Escribiendo (9.15) en la forma 

Vk+i = K* - M~'F(x,y t ) = M~'{My k - F(x,y*)] (9.16) 

vemos que /(x) puede interpretarse como punto fijo de la aplicacidn 
T(x,y)=M-'[My-F(x,y)] 


(9.17) 
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en la que x juega el papel de pardmetro (pues 
T(x,0 = { « « = M-'IMt - E(x,{)] = i - M-'FM ) «■ F(x,() = 0 

por ser M~ l no singular). Los puntos fijos de T son, pues, los ceros de 
F(x,y), y nuestro objetivo es, como se apuntaba, intentar aplicar a T el 
teorema de la contraccidn uniforme. Para ello, probaremos que, para todo 
e > 0 suficientemente pequeno, se puede encontrar S > 0 tal que T envla 
la bola B,(0) en B t (0) C B t (0) para todo x e B 4 ( 0) y que T es con- 
tractiva en 6,( 0) uniformemenle respecto axe B«( 0). Veamos: puesto que 
(x,y) >-» D y F(x,y) es continua por hipdtesis (propasicidn 9.2) se ticne por 
la proposicidn 9.3 que, dado 7 > 0, existen b > 0,«i > 0 de raodo que 
B,(0)xB„(0)Cfl y 

|T(*,in)-r(*,in)|- 

= |(D,B(0,0))-' [D,B(0, 0)(yj - in) - (F(x,yj) - F(*,yi))]| < 

< ||(D,B(0,0))- 1 || |D,F(0,0)(y2 - in) - (F(x,k) - F(x , »,))| S 
<7||(D,F(0,0))- , |||in-y 1 | 

para todo par (x,yi), (x,ya ) € B t ( 0) x B„(0). Eligiendo 7 = a ||M _1 ||~‘ 
para un nilmero a € (0, 1) fijado resulta 

fr(x,«) - T(x.y,)| < <* |yj - yi| (9.18) 

para todo x € Bj( 0) y todo par yi,j n € B,,(0), y, desde luego, fijado un 
e < Cu para todo x e B 4 (0) y todo par y,,yj 6 6,(0) (necesitamos una bola 
cerrodo para aplicar el teorema 9.2). Por otra parte, 

|T(x,0)| - |M-‘F(x,0)| < (pues B(0,0) = 0) < ||A/-‘ || |F(x,0) - F(0,0)| 
Como F es continua podemos cooseguir, rest ringiendo 6 si es preciso, que 

||Ar‘|||f(x,0)-F(0,0)|<(l-o) £ 

de donde, junto con (9.18), se obtiene, para x e Bc( 0),y € B e (0), 

|T(x,y)| < |T(x,y)-r(x,0)| + ir(x,0)|< 

< oh/| + (l-a)£<oc + (l-<»)e = e 
es decir, segiin nos proponfamos, T(B,(0)) C B e (0) C B e (0) para todo 
x e B«( 0) y, por (9.18), T es contractiva en B e (0) unifoimemente respecto 
a x € B«(0). Existe entonees, por el teorema de la contraccidn uniforme, una 
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funddn continua / : B(( 0) — > B,( 0) tal que X(x,/(x)) = /(*),. o sea, tal 
que F(x, /(x)) = 0, y que verifica que, para cada x € B«(0), y = f(x) es 
la linica solucMn de F(x,y) = 0 que pertenece a B e (0). Como, de hecho, 
T(B,m £ B«(0), segdn (9.19), se tiene |T(x,/(x))| = |/(x)| < s para todo 
a 6 B 4 (0), es decir, / envfa B<( 0) en B t (0) segun afirma el enunciado del 
teorema. (Obsdrvese que para esta parte de la demostracidn no es preciso que 
existan derivadas en las variables x. sino sdlo que (x,») D v F(x,y) sea 


1 apartado 4.2) la regia de la cadena a la funddn 
*— *iKx)‘^f(x,/(x)) 


que es constante (igual a cero) en B 4 (0), se obtiene 

D<Kx) = D,F(x,/(x)) + D v F(x, f(x))Df(x) - 0 (9.19) 

para todo x e B«(0). Por hipdtesis, D„F(x o,j«) £ £(R m ) es invertible, 
es decir, det D t F(xo,yo) / 0; por otra parte, del D p F(x,y) es una funcidn 
continua por ser una suma de productos de derivadas primeras de F que, por 
hipdtesis, son funciones continues; en consecuenda, det D,F(x,y) / 0, o sea, 
D u F(x,y) es invertible, para todo (x, y) 6 Bj(0) x B,(0) (reduciendo 6 ye 
si es necesario). Se tiene entonces de (9.20) 

Df(x) = - |D lr F(x,/(x))]-' D t F(x, f(x)) 

es decir, L ^ - |D ( F(x,/(x))]-‘ D,F{x,f(x)) a la ilnica posible candidate 
para diferencial de /(x) en x € B*(0). Para demostrar que efectivamente lo 
es, bastard comprobar que 

V(.‘±HLxMx.m W -, 0 (9.20) 

PH 

es decir, que para todo p > 0 existe q > 0 tal que si |A| < q se tiene 

|/(x + A)-/(x)-£(A)|<p|A| (9.21) 

Tteniendo en cuenta que para h pequeiio se tiene 
F(x + A,/(x + ft)) = F(x,/(x)) = 0, obtenemos 


/(* +h) — f(x) - L(h) = 

= /(* + h) - /(x) + D t F(x, /(x))-‘D,F(x,/(x)) • ft = 

= [D v F(xJ(x))\-' [D z F(x, f(x)) ■ h + D,F(xJ(x)) ■ (/(x + h) - /(*))) = 
= -(B,F(x,/(x))]- , [F(x + h,/(x + A))-F(x,/(x)) - 
-D x F(x, f(x))h - D„F(x,/(x))(/(x + h) - /(x))] 


(9.22) 
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Por otra parte, por la diferenciabilidad de F(x,y) en (*,p) Se tiene que 
(v&ise (9.13)) 

F(x + h,y+k) F(x,y) - D,(x,») • ft - D,(x,y) k = R(h,k) (9.23) 


cuando (A,*) - (0,0). 

Dado ii € (0, 1), sea <r>0 talque 

para todo (h,k) tal que |A| + |*| < a. Puesto que / es continua, existe 
q > 0, t) < <r/2, tal que \f(x + A) - /(i)| < <r/2 siempre que |A| < q. 
Entonces, si |A| < q, se tendrd |A| + |/(z + A) - /(x)| < a/2 + a/2 = a, y, 
por (9.22), 

|>(* + A)-/(*)-A(A)| < |||D,F(*,/(z))r , |||JJ(A,/(z + A)-/(z)|<; 

< p(|A| + |/(z + A) -/(x)|) 

< p(|A| + |/(z + A)-/(z)-t(A)| + |t(A)|) 


(1 - M ) l/(* + h) - /(*) - A(A)| < „(1 + M) |A| 

|/(* + A) - /(*) - A(A)| < M(1 1 ^y i) |A| (9.24) 

Dado, entonces, un p > 0 arbitrario, tomamos /i € (0, 1) tal que 

mO + IH) ^ 

y obtenemoe el q > 0 correspondiente al (i elegido. Para ese valor de q se 
tiene (9.24) y, por tanto, (9.21). 

Finalmente, la funtiOn f(x) es de clase C 1 . En efecto, 
[D,F(*. /(*))]■* = Od/ (D,F(*,/(*)))/detD,F(x,/(*)); loe elementos de 
adj (D,F(x,/(x))) son sumas Anitas de elementos de D y F(x,f(x)), los cuales 
son funciones continuas; det D,F(x, f{x)) es, como declam os antes, continua y 
distinta de cero; en consecuenda, los elementos de la raatriz [D f F{x, /(z))] _1 
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son funciones continuas; lo raismo ocurre, poi hipdtesis, con lcs de D z F(x, f(x)), 
por lo que las derivadas pardales de f(x), elementos de la matriz producto 

Df(x) = - [D,F(i,/(z))]-‘ D z F(x,f(x)) 
serdn tambi6n funciones continuas. 


IMx) = - |D,F(*,/(*))|- , X>.F(*./W) 

ejemplo 1. (V6ase el apartado 4.2.) El sistema de ecuaciones F{x,y,z) = 0 
dado por 


defir 


fi(*.y.*)^*+* J +v s -* = o 

Fj(x, y, z) xz? + v= 0 


funcidn vectorial impllcita 


(y,z) = m = (Mx),fl(x)) 

de clase C°° en las proximidades del punto (0,0,0) pues la matriz jac 

es invertible en dicho punto. La diferencial de f(x) est4 dada por 

DJ{x) = - [fl M F(i,/,( I ),/,(x)r 1 D,F(z,/i(i),/ 1 (z)) = 

_ ( 3(/.W) J -1 VV l + 2x \ 

-1 ( (2x + 4x 2 + h(x))h(x) ' 

6*(/i(*)) J /z(*) + l V -l-2* + 3(/,(z)) J (/j(z)) s . 


_ (2x + 4z 2 + /a(z))/a(a) 

dx MAfxf/tW + l 

_ l + 2x-3(f,(x)?(h(x))* 
dx 6x(/i(*)) 2 /a(*) + 1 
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de donde 

dy ^ 2x + 4x a + * dz _ I + 2x - 3y 2 z 2 

dx Z 6xy*z + 1 ' ix 6xy 1 z + 1 


As( lo hicimos para este ejemplo en el apartado 4.2. 

EJEMPLO 2. (Apartado 4.2) El sistema de ecuaciones F(x,y, u,u) = 0 dado 


f ^ *“* + yV -1 = 0 

I Fi{x,y,z)^ 2xv > + u‘v = 0 

define implfcitamente una funcidn vectorial implfcita de claae C°°: 


V M*,: 


Cl- 

in las proximidadee del punto (0,1, 1,0) ya que 

La diferencial de /(x,y) est4 dada por 

Of, Of, \ 


Ofi OfiY 

Ox 0y I _ 

Oh ah - 

Ox dy / 


= -[D w ,F(x,y,fi(x,y),h(x,y)))~' D ia F(x,y,f\(x,y),ft(x,y)) = 

_ ( 3y»(/,(x.y)) 3 2x/](x,y) \~' ( (/,(x,y))» 2y(/,(x,y))» \ _ 

“ ~ l 2/i(x,y)/i(x, y) (/,(x,y )) J ) V 2y> 6xy 1 )~ 

= /i(*,»)(-3y 2 (/.(x,y))> + 4x(/ 2 (x,y))») ’ 

( h(x,y)(ft(x,y)h(x,y)-4xy i ) -2y (-^(x,y) + 6x 2 y/ 2 (x,y)) 

l -2/,(x,y)(/|(x,y)-V/i(x.y)) -2y/?(x,y) (2tf(*,y)/ 2 (x,y) - 9xy») 
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y de aquf se obtienen las derivadas parciales i = 1,2. Como antes, 

estas derivadas se obtienen mSs fecilmente en la prfctica derivando implfcita- 
mente en las ecuariones dadas y resolviendo en las derivadas de las funciones 
implfcitas (corao ya indicamos en el apartado 4.2): 




du \ 

| o 3 2xv | 

du 

m 

3 »V 

V 3 

2W 3 

dx ‘ 

§ 

' dx 


w 

2xi) 

Deman. 

sra analogs, derivando en 

el sistema dado respecto a x ; 


du 1 

1 2yu 3 2*e 1 

1 eV u J | 

9v 

Sf 

3y 2 u 2 

fixy 2 

» 1 

| 3y V 2xu | 

' dy 


|W 

2xv | 

EJEMPLO 3. 

Un sistema lineal 






Az — b 

siendo A una matriz m x n con m < n, define implfcitamente a m variables 
como funciones de las n - m restantes en las proximidades de cualquier solu- 
cidn cuando su matriz jacobiana, que estd formada por las columnas de A 
correspondientes a las m variables dependientes, sea invertible. En conse- 
cuencia, si A es una matriz de range complete, el sistema lineal define una 
funcidn vectorial —lineal — de n - m variables. 

El teorema de la funcidn inversa 

Como vimos en el capltulo 4, el teorema de la funcidn inversa se deriva in- 
mediatamente del de la funcidn implfcita aplicado a la ecuaridn 


/(*)-» = 0 : 
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Teorema 9.4 (Teorema de la funcidn inversa) Sea f : SI — W tin a 
funcidn de close C'(Sl), (1 tin abierto de H". Supongamos que Df(x o) es 
invertible, o sea, que el jacobiano 



es distinto de cero. Entonces exisle tin 6 > 0 tat que la ftmcufn inversa f 1 
estd definida y es de close C l en Be(f(xo). La diferencial de g(y) = /“'(/(*) 
eny = /(*) € B 4 (/(x o) « Dg( y) = [D/(x)]->. 

t -°/M™ un punt^iMBioTddlnjuaW /((l) En coniecuencin, Tb/(z) « 
invertible en tcdo punto del oMerto SIC IT, cl amjvnto /(It) ei abierto. 

9.3 Dependencia funcional 

Se trata de demostrar aquf el rcsultado sobre dependencia funcional que habla- 
mos enunciado sin demoetraddn en el capftulo 4 . Recordemos en primer lugar 
las definiciones: 

Sean /,(*),...,/„(*). x = (xi.-.-.x.), m funciones de clase C' en un 
abierto $1 C R n . Se dice que una funcidn A(x) depends funcionalmente en 
SI de las funciones ft{x),i = 1, i / k, si cxiste una funcidn i p de clase 

C' talque A(x) = ¥>(/i(x),...,/*_i(*),/*+i(*) /„(*)) paratodo x€f). 

Se dice que las funciones f\(x) / m (x) son funcionalmente dependientes en 

SI si una de ellas, al mcnos, depende funcionalmente de las restantes. En caso 
contrario, son funcionalmente independientes. 

Ya vimos en el capltulo 4 que para que /i(x),...,/ m (x) sean funcional- 
mente dependientes en fl es condition necesaria que el rango de la matriz 

sea estrictamente inferior amen todo punto x € 0 (/ = (/i, ...,/m))- Quedd 
pendiente la demostracidn de la siguiente condicidn suficiente de dependencia 
funcional local: 

Teorema 9.5 Sean f(z),i — X,...,m, m funciones de close C l en un en- 
tomo V(x o) del punto xo € R" y supongamos que 

rango ( J|£(*o)) %r,0<r<m 
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y que todos los menores de orden r + ldela matriz jacobiana son id(n- 
ticamente mdos en U(xo). Entonces, existe io > 0 tal que las Junciones 
/i(x),...,/ m (x) son funcionalmente dependientes en £&,(x o) £ U(®o)- 


Demostracidn. Sea J,(x) un menor de D/(x) de orden r tal que J,(x o) ^ 0; 
por la continuidad de las derivadas §£-, J,(x) ^ 0 en ie B f (x o) para un 

id&iticamente nulos en B p (x o). Reordenando, si es necesario, las funciones 
flt—ifm y las variables xi,...,x* podemoe suponer sin pfrdida de generalidad 
que J,(x) es el menor rxr que ocupa la esquina superior izquierdade DJ(x) : 


dfi 
Ox , 

ik 

ftr, 


Oh 

Ox, 


Oh 

Ox, 


Poniendo x = (y,z ), y = (xi,...,x,), z = (x r+ i,...,x„), / = (j,A), 

9 “ (/l fr), h -= (/r+i, -,/»), >e tiene 

• / D,g(y t z) D.gtv.z) 

D/(x) = 

\ D t h(y,z) D,h(y,z) 

con la matriz D,g(y, z) no singular en B f (x o) ya que det D t g(y, z) = J,(x) ft 0 
six€B,(xo). 

Por el teorema de la funcidn implfrita, existen f > 0, e > 0 tales que la 
ecuacidn en y.z.u (y !R',t6 R’ ’, u e R r ) 


define, para (z,u) tales que |x — zq| <f, |u-uo| < 6, donde zq = (x® + „...,x5[), 
«o = Slvo.zo) = (/l(*»),-./r(»o)). una dnica funcidn de dase C' 

que toma valores en B,(yo). Entonces, para (p,z) tales que \y - yol <ty 
|z - 20 1 <6,se tiene 

M»,z) = M^,u),a) 

Si probamos que H(z,u) = h(<p(z t u),z) es independiente de z, o sea, de 
la forma <p(u) en el conjunto |z — zo| < 6, |u — uo| < 6, entonces se tendrfi 


A(»,z) =V<9(V,z)) 
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para |y - Pol < e, |z - zol < S, es decir 

f /rtlW=^,(/l(l) /r(x)) 

l /m(x) =¥>„(/, to /r(*)) 

para X 6 B«,(zo) con <0 = mfn {4, t), lo que quicrc dedr que / r+ i(x),...,/ m (x) 
son funcionalmente dependientes de J\{x), f,(x) en Bs 0 (x o). 

Para probar que H(z,u) = h(d(z,u),z) es independiente de z, calculamos 
su diferencial respecto a z por la regia de la cadena: 

D,H(z,u) = D,h ■ D,<t> + D,h 

y aplicamos tambiOn dicha regia a la funcidn compuesta idftnticamcnte nula 
(z,u) i—* g($(z,u),z) — n = 0 : 

D t g ■ D,$ + D,g = 0 (la matrix Or«(m-r)) 

Pero, por la hipdtesis del rango que hemos hecho, ha de existir una matrix P 
(m - r) x r tal que, en 

/ D,g(y,z) D.gty.z) \ 

D!(z) = 

\ D t h(y,z) D,h(y,z) ) 

se tiene D v h(y,z) = P ■ D t g(y,z), D,h(y, z) = P • D,g{y,z), de lo que se 
deduce 


D,H(z, u) = D,h ■ D,4> + D,h = P ■ ( D,g ■ D,4> + D,g) = 0 

y, de aquf, que H{z,u) es independiente de z mi el coqjunto |z — zq| < 6 , 
|u — tiol < 6 como querfamos demostrar. (ObsOrvese: r < m, por hipdtesis, 
y, naturalmente, r < n porque la dimension de D/(x) es m x n. Si m < n, 
o sea, si el niimero de fiuiciones es menor o igual que el de variables, que 
es la situation usual, entonces r < n y todos los argumentos anteriores se 
aplican tal cual se han expuesto. Si, por el contrario, m > n, entonces estd 
garantizado el que rango ($^(xo)) < m y, en el caso limite en que r = n, 
la demostratiOn es trivial ya que la ecuatiOn de partida es g(x) = u (pues 
X = y) y define (por el teorema de la funcidn inveisa, de hecho) x = $(u), que, 
sustituida en A(x), da H(u) = A(^(u)) = ip(u) que, obviamente, sOlo depende 
de u. Asf, pues, en el caso de tener mis funciones que variables, si el rango 
de ($£(xo)) se mantiene constante en un tierto entomo de xo, hay con 
seguridad dependence entre las funciones en un entomo Bs,(x o) de xo). 
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9.4 Teoremas de Lagrange y Kuhn- Tucker 

Tteorema 9.6 (Lagrange) Sam /, ft, ....ft, , m < n,fimciones de close C l 
era un subconjunto abierlo SCR con va lores era R. Supongamos que 
x‘ = (x“, ...,xj) es un Optimo local de f era el conjunto 

B = {(x i,...,Xn) e S; g i (xi,...,x n ) = 0,j = 


V/(X*) = A;Vft(x*) + ... + A^Vftn(x') (9.25) 

Demostracidn: La demostracidn sigue los pasos de los de los argumentos 
dados en el apart ado 6.2 utilizando ahora e! teorema de la funciOn impUtita 
para funciones vectoriales a fin de resolver la ecuacidn g(x) = 0 siendo g la 
funcidn vectorial 


(&*•>) 


es m (o sea, que es de rango mdximo o completo). No hay pdrdida de gene- 
ralidad (reordenando las columnas de Dg(x ‘ ) si es necesario) si se supone que 
la submatriz formada por las m illtimas columnas tiene determinante dial into 

Denotemos por u al vector de R n_m formado por las n - m primeras 
coordenadas derefly por tt al vector de R m formado por las m illtimas: 
x = («,«) ; en particular, x" = (u*,o*). La restriction es entonces 


y se tiene, por lo anterior, que D v g(u',v') 6 £(R m ) es invertible. Estamos, 
pues, en las hipdtesis del teorema de la funcidn implfcita: exist* una funcidn 
v = ip(u) talque g(u, ifi(u)) = 0 para |u - u" | sufitientemente pequeno tal 
que o’ = ifi(u'). AdemAs ip(u) es de clase C 1 en un entomo de u' y se tiene 


D V (u') = - (D^u-.u'))- 1 - D„ 9 (u-,«-)€ C(R n_m ,R m ) 
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Piles to que la funcidn 

R"3u«/(u,vKu))eR (9.27) 

tiene un dptimo local en u’ habrt de set, aplicando la regia de la cadena en 
(9.27). 

V./K.O*) + V./(«*,t -*)iM«*) = 0 € R- m (9.28) 

de donde, utilizando (9.26), 

V„/(u>‘) - V»/(u',ti‘) (D.9( U ‘, «•))"■ Dtf ( «’.»•) - 0 (9.29) 

Definamcs ahora A' = (Aj.-.-.A^,) £ R” 1 por 

A’ -X7./K.B*) • (O.jK.o'jr 1 ' (9.30) 

Gntonce8 

V./K.o*) - A’D^tu'.o") (9.31) 

por definicidn, y (9.29) toma la forma 

V./(u*,B - )- A’D^(u‘,u*) (9.32) 

Explicitando (9.32) y (9.31) en tdrminos do las variables * = (xi,...,Sn) 
originates se obtiene, respectivamenle, 

&<*•> - agW 
&(*•) sf*^**) 

(9.33) 

- &(*•) 

••• 

(9.34) 

La reunidn de (9.33) y (9.34) es la reladdn (9.25) que querfamos demostrar 
(Vf(x') = X'Dg(x'), en tdrminos concisos). 





TEOREMAS DE LAGRANGE Y KUHN-TUCKER 


A continuation, demostraremos a partir del teoremt 
ado de Kuhn-Tudcer que proportiona las conditiones 
en de loe problemas de optimization con restrictions* 
planteamiento general de un problems de este tipo era: 


Teorema 9.7 (Kuhn-Tuckerj Sean f, 91,..., g„,funciones de close C‘ en 
un subconjunto abierlo SCR" ran valores en R. Supongamos que 
x‘ m (xj, es un dpttmo local de [ end conjunlo faclible 

B = {* € S; gj(x) < 0, j “ 1 m} (9.36) 

o sea, tma solution local del problema (9.SS). Reordenando las funciones gj 
si es necesario, podemos suponer que las nstricciones de desigualdad que se 
saturan en x* son g,(x‘) = 0,...,j r (x‘) = 0, con r < m. Rues bien, si 

los uectores {Vji(x') Vs,(x*)} son linealmente independientes, entonces 

existen constantes AJ,...,A£, tales que 

( V/(x*) = A;Vj,(x-) + ... + K^9m(z-) 


DemostraciOn: Con la idea de aplicar el teorema de Lagrange, tratam 
convertir el problema (9.35) en un problema equivalente con restriction 
igualdad. Para ello, se introducen unas variables de holgura uj positiva 
transfbrman cada restriction de desigualdad 9,(x) < 0 en una restricti 
igualdad gj(x) +uj = 0. Fonnulamos entonces el problema 


donde u = (u, ,...,«») € R", F(x,u) = J(x),G, (z,u) = ®(x) +«J. Se trata 
de un problema de optimization en n + m variables y m restrictiones de 
igualdad. Si x* = (xj,...,xi) es una solution local del problema (9.35) en 
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la que se saturan las r primeras restriccioncs: gi(x") - 0 = 0, 
entonces (**,«•) con 

uj = ... = «; = 0 ; uj = j = r + 1, m (9.39) 



i de (9.38) y 
i de (9.35) en 



{VGi(x*,t»"), ....VGmt*',**')} 


En efecto, construyendo la matriz jacobiana DG(z‘,u") — donde 
G = (Gi, ...,G m )— se observe que la matriz mxm construida con las r < n 
columnas correspondientes al menor de Dg(x’) dtado y las m - r dltimas, 
tiene determinants no nulo (por ser uj 0 , j = r+1, ..., m); por consiguiente, 
DG(x‘,u') tiene tango mdximo, o lo que es lo mismo, sus files, los vcctores 
{VGi(®*,u'),..., VG m (i’,u*)} , son linealmente independientes. 

Estamos, por tan to, en las hipdtesis del teoiema de Lagrange para el pro- 
blems (9.38) y podemos concluir que existcn ndmeros A;,...,A£, tales que 

VF(x’,u’) - AJVGi (*•,«•) + ... + AJ,VG m (x‘,u*) (9.40) 

Podemos expresar esta condiddn en t«rminos del lagrangiano 

H(x, A) -/(*)-£>(«,(*) +«?) (9.41) 

i= i 


del problems (9.38): (*",«’, A*) ha de satisfacer 


Oxi dxt ’dx, 


= 0,i = 


. (9-42) 


|| = -( 9i (x) + uj) = 0,i = l m (9.43) 


= -2A,ti, = 0, j = l,...,m (9.44) 

dUj 


© ITES - Paraninfo 
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Las ecuaciones (9.43) son simplemente una reformulacidn de las restric- 
ciones gj(: t) < 0. Por otro lado, de (9.43) y (9.44) se deduce que 

Aj®(*) = 0,j = l,...,m (9.45) 


la relativa al signo de los multiplicadores. Para establecerla, co 

obvios). Veamos que A, < 0; naturalmente, los argumentos para probar que 
Xj < 0,j = 2,...,r serin completamente anilogos. Por la hipdtesis de que 

los vectores {Vji(x’) Vft(x')} son Unealmenle independientes, podemos 

suponer sin pirdida de gcneralidad que 


Sr) , 

»(x, 


(x*) * 0 


(9.46) 


Consideremos el siguiente sistema de r ecuaciones en las r + 1 variables 

Xi,...,Xr,a: 

ffi(xi Xr,K+X <) + o = 0 

*y=° (947) 

9r(n, = 0 

{a = 0,(xi,...,Xr) = (xj, ...,*;)) es soluddn de este sistema. Entonccs, por 
(9.46), el teorema de la funcidn implfcita garantiza que para a suficientemente 
pequeno, estin definidas de modo tlnico unas funciones 


xj = <Pt(o) , .... ®r = ¥>,(o) 

tales que x\ = ipi(O),..., x' r = ip r {0) y 

Si(v>i(o) , -,V’r(o).<n. -.0 + o = 0 

«(¥>! (o) Vr(o),xj+i *a = 0, j = 2 r 

Para valores a > 0 suficientemente pequenos, se tiene 


(9.48) 


(»’l(o),...,V»r(o),xJ + „...X) e B 


9i(yi(«),™,W(o),aS+„...X) = -o <0 
9, Mo ) . --,»>,(“), xj+K -,a£) = 0, j = 2, ...,r 
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y, para j = r + l,...,ra, como 9>(z - ) < 0 y 9, y V>i,. son fimdones 
continuas se verificarS 


Entonces, por ser *“ un minima local de / relative al conjunto B, se 
tendrd, para a > 0 suficientemente pequeno, 

0J /fr>.(°) rMhK+i <)-/(*•) 

= J t [|£(**) • (<*(<*) -<) + (v><(«) - *f) • «<(¥>(<») - **)] = 

(donde f{a) - ** = (¥>i(«*) - *i , -,¥>,(“) - K) ) 

. g [gw • "W ; v” + "*•> -WrW -V)] 

Pero, por (9.42) y (9.45), 

g£(c> ■ vj(o) . g [£*,§((«•)] • m - 

Derivando impUcitamentc en (9.48) se tienc 

£ = 0 P"® j = 2 > • r 

con lo que 

0 s gljw •*«(") —*» 

es decir, Aj < 0, segiin querfamos probar. 
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9.5 Notas y complementos 



R" por la distancia d en X, escribiendo d(x,y) en lugar de \x-y\. Ndtese, 



lizacidn del teorema del pun to fijo de Banach es uno de los caminos usuales 
( 6 |). 


2.- El teorema de la funcidn impl/dta se puede extender a espacios de Banach 
con un enunciado prfct icamcnte idfentico al del teorema 9.3: 

Teorema 9.8 Sean X, Y, Z espacios de Banach, (l C X xY un abierto, y 
sea F : SI — Z uno funcufn de close C* en SI. Supongamos que el punto- 
(*o.Wo) €Sl es tal que: 

t. F(xo,yo ) =0. 

2. D y F(x o,tH>) « biyectiva y tie ne inverse continue. 

Entonces existen 6 > 0, e > 0 y uno funcidn / : Bi(x o) — • B c (y o) de 
close C k tales que 

L /(*o) = yo- 

2. F(x,J(x)) = 0 pom todo xe B t (xq) . 

S. Para coda x 6 B«(xo) , y = /(*) es la tlnica solution de la ecwcidn 
F(x,y) = 0 que pertenece a B,(yo) . 

4- Ademis, las diferenciales sucesims de f en* 6 Bs{x o) se pueden 
obtener por diferenciacufn implicita. En particular, 

Df{x) = -(D,F(*. /(*)))-' D,F(x,f(x)) 

La nocidn de diferencial pardal es la misma que la que hemos dado en 
el apartado 9.2 (valen las proposiciones 9.1 y 9.2) y la demostraddn del teo- 
rema es, casi palabra por palabra, la que hemos visto para los espados R" 
(linicamente hay que sustituir los argumentos en los que hemos utilizado el 
determinante de una matriz). El teorema de la funddn impUdta en espados 
de Banach es muy lit il en el estudio avanzado de ecuadones diferendales y 
otras ecuadones funcionales (vease [6]). 




Parte III 

El Ccilculo Diferencial en la 
Economia 




Capftulo 10 


Nociones de economfa 
marginalista 


En esta parte final del libro aplicaremoe los conceptoe y mttodos de los capf- 
tulos anteriores a ciertoe aspectos de la teoria econdmica: vcremos cdmo el 
cilculo diferencial permite deaarrollar una teoria muy elegante sobre el coro- 
portaraiento de consumidores y productores en una economfa de mercado, 
partiendo de unas pocas hipdtesis quo, aunque dertamente simplificadoras, no 
dejan de ser bastante razonables. 

En el presente capftulo introdudremos los conceptos fundamentales acerca 
de la nocidn de valor de un Wen y los condicionamientos a que se ven sometidos 
tanto los productores -generadores de la oferta- como los consumidores del 
mismo -generadores de la demanda-, todo ello desde el punto de vista Uamado 
marginaluta. En el apart ado 10.2 se comentan dertas peculiaridades que 
acompaiian a la aplicaddn del cfUculo diferencial a la economfa, como son las 
nociones de magnitod marginal y de elasticidad. El tiltimo apartado contiene 
unos ejemplos num^ricos sencillos en los que las fundones de oferta y demanda 
introducidas en el primer apartado se pueden calcular explfcitamente, dejando 
para el capftulo siguiente el andlisis general de las mismas. 


10.1 La teorfa marginalista 
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La teorfa del valor 

Los economists cltisicos trataron de explicar el precio dc un producto como 
resultado de su coste de produccidn, de forma que, por cjemplo, ai producir 
A cuesta el doble que producir B pero su precio de venta no es el doble del 
de B, loe productores tender tin a dejar de fabricar A para dedicarse a fabricar 
B, a consecuencia de lo cual se producirin menus unidades de A y mis de 
B. Se debe, pues, concluir que la ilnica forma de que sc observen precios y 
cantidades eatables en la economfa es que se dd una proporcionalidad perfecta 
entre costes de produccidn y precios de venta. 

A pesar de las muchas y muy interesantes conclusiones que pueden sacarse 
de este modelo tan simplificado, los fundadores de la economfa moderna des- 
cubrieron pronto que el coete de produccidn de una mercancfa es sdlo una parte 
del problems de la determinacidn de su precio de mercado. El hecho de que los 
bienes tengan un valor y un precio se debe, en dltima instancia, a su cardcter 
limitado, tanto en tdrrainos absolutos (si en su produccidn intervienen recursos 
no renovables) como en tdrminos relatives (pues los recursos en dl empleados 
podrfan haberse utilizado en la fabricaddn de otros productos). Vemos, pues, 
que el coste monetario de un producto puede no medir su verdadero coste 
social, ya que cada proceso de produccidn constituye una cadena de decisiones 
de empleo de recursos que bien podrfan haberse utilizado en otra cosa. El 
coste de produccidn, pues, deberfa reflejar tambidn el coste de renunciar a la 
oportunidad de emplear los mismos recursos para otros lines. 

Pero no es dsta la ilnica dificultad. Como ya observaron los economistas 
cltisicos, el precio de un objeto flnico en su esperie, como un incunable, no 
guards relacion a su coste de produccidn, sino a su demanda, la cual estd, a 
su vez, en funcidn de la utilidad que su posesidn reporta a los coleccionistas 
del mismo. Y, sin embargo, la consideracidn de la utilidad en sf misma como 
factor determinante del precio es tambidn problematics: siendo el pan un 
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compradores y vender toda la producddn. Reciprocamente, si Sip) < Dip). 
la existencia de demanda sin cubrir permitirA a los productores elevar sus pre- 
cios sin perder por ello ciienteia. En definitiva, el precio p’ para el cual se 
equilibrian oferta y demanda. Sip') = D(p‘), tendrA la propiedad de que todo 
lo producido encontrarA comprador y, si las condiciones se mantienen iguai, el 
precio no tenderA ni a subir ni a bajar: p* serA, pues, el precio de equilibria 
del producto en cuestidn (figura 10.1). 



Figure 10.1 Precio de equilibrio 

Vemos asf la importancia de entender bien el comportamiento de las fun- 
ciones de oferta y demanda y, en particular, sus variadoncs respocto del precio. 
Pare ello, y salvo en casoa muy simples, el cAlculo differencial cs la herramicnta 
mAs poderosa, si bien con ciertas adaptaciones al Ambito econdmico, cuestidn 
que discutimos a continuacidn. 

10.2 Magnitudes marginal es y elasticidades 

Por razones histdricas, las derivadas de las magnitudes econdmicas se suelen 
denominar con el calificativo de “magnitud marginal asociada”, y sc inter- 
pretan, en general, en tdrminos finilos, es decir, no diferenciales: la mag- 
nitud marginal MZ asociada a una magnitud econdmica Z dependiente de 
una variable x se define formalmente corao Z'i x) pero se interpreta como 
el incremento gencredo en Z al incrementarse x en una unidad. En s(m- 
bolos, MZ{x) = Z'(x) — Z(x + 1) - Z{x), que no es otra cosa que el co- 
ciente incremental LzfCsx cuando Ax = 1. Dado el tamano de los nilmeros 
que habitualmente se manejan en economfa, se puede considerar que un in- 
cremento unitario es realmente “infinitesimal” en reladdn con dichas canti- 
dades, o, dicho de forma mAs precise, que la aproximaddn de primer orden 
S(x + Ax) - S(x) ~ S'fxJAx es suficientemente buena cuando Ax = 1. 
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la definition de feta se tienen en cuenta los cotientes incrementales de las va- 
riables en relation funtional, en el caso de la elasticidad lo que se considers son 
los cotientes de sus increments relativos o porcentuales: es mucho mOs signi- 

ficativo detir, por ejemplo, que la demands de vivienda bajO un 60% cuando 
los precios del suelo se duplicaron” que afirmar que “se vendieron 180.000 
viviendas menos que en el perlodo precedente porque el metro cuadrado de 
suelo edificable subiO 100.000 pts". 

Consideremos, en general, dos variables x, y relationadas funcionalmente 
por y = /(x). Si, en lugar de estudiar los cocientes de incrementos absolutos 
Ay/ Ax = (/(x + Ax) - /(x))/Ax nos fijamos en los cotientes de los incre- 
mentos relativos 

Ay/y 

Ax/x 

y pasamos al Unfits cuando Ax — • 0, obtenemos el concepto de elasticidad de 
y respecto de x. En tfeminos finitos, mucho mOs Utiles de entender e interpre- 
tar, si suponemos que Ax es la centfeima parte de x, con lo que el incremento 
relativo Ax/x es el 1%, la elasticidad de y representarfa el incremento relati- 
vo (o sea, en tfeminos porcentuales) de y en respuesta al incremento del 1% 
experimentado por x. Si haccmos ahora tender Ax a 0, el Umite del cociente 
de incrementos relativos es, por detinitidn, la elasticidad de y (o de /). Para 
distinguir este concepto del anterior, de la misma forma que se distingue entre 
velocidad media y velocidad instantdnea, se llama a veces “elastitidad-arco" 
al cociente incremental correspondiente a un valor finito (y dado) de Ax, y 
“elasticidad-punto" o “puntual" al Umite antes mentionado. 

Por tanto, si Uamamos E 6 E(f) a la elasticidad (puntual), tendremos: 
/(x + h)-/(x) 

E(f) = Jjs.7 

_ xf(z) xy* 

/(*) V 


donde, naturahnente, se sobreentiende que /(x) 56 0. 

Por ejemplo, si la demands de un bien es q = D(p) = 100 - 25p, la 
elasticidad de la demands (respecto del pretio) serfa 






log N + fc = log N + k>g(e*) = log (Ate*) 
lo que nos dice que un incremento absolute de h unidades en log AT se corres- 
ponds con el logaritmo de un incremento relative del (e* - 1)% en N. Dicho 
de otra manera, si en lugar de considerar unas magnitudes dadas nos lijamos 
en sus logaritmos, los mertmentos absolutes en los logaritmos comsporuten a 
incrementos relativos en las magnitudes de partida. 

Todavfa m&: Si en un sistema de ejes cartesianos representamos, no las 
variables xey, sino sus logaritmos X = logrr, Y = logy, la curva y = /(*) 
se transforms en la curva V = logy = log /(z) = log/(e x ), que llamaremos 
g(X). Pues bien, la pendiente de esta curva transformada Y — g(X) (su 
derivada ) es precisamente la elastiddad de y respecto de x. 
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Por ejemplo, la funcidn de demanda anterior escrita en las variables 
Q = log 9, P = logp (y entonces p = e p ) serfa: 


y E(D) se podrfa calcular como dQ/dP, y visualizes como la pendiente de la 
curva Q = log(100 - 25e p ) en el piano (P,Q) (vdase la 6gura 10.2). 



Esta transformaciAn logarltmica se visualize mucho mis fidlmente usando 
papel logaritmico, es decir, papel milimetrado en cl que, en los ejes, en vez de 
los valores reales de las magnitudes, sc miden sus logaritmos. 

Asf como las fundones lineales son las que tienen derivada constantc, las 
funciones de elastiddad constantc debcrdn tcncr la misma propiedad tras efec- 
tuar la transfbrmaddn logarltmica, es decir: logy = a + 6 log x, o sea, y = Ac 4 , 
donde A = e° > 0. Serin crecientes si 6 > 0 y decrecientcs si b < 0. Las curvas 
de demanda de elastiddad const ante se llaman curvas marshallianas, en honor 
ai economists inglds Alfred Marshall, introductor de la noddn de elastiddad 
en economfa. 

En funciones de varias variables se definen las elasticidades parciales de 
la manera obvia, y, por ejemplo, para que z = /(z,y) tenga elasticidades 
parciales constantes hace falta que log z, expresada en tirminos de log x, log y, 
tenga derivadas parciales constantes, es dedr que log z = a log x + 6 log y + c. 
0 sea: z = KVy 4 , donde K = rf. Encontramos asf las famosas funciones 
de producddn de Cobb-Douglas, de las que se habld en el Capftulo 1, y que 
se caracterizan por la propiedad de que un incremento relalivo del r% en 

uno de los (adores, manteniendo constantes los demis, genera, bajo cualquier 

situacidn tnicial (x,y), el mismo incremento relativo en la producddn. 


Las elastiddades se usan tan hecuentemente en la teorfa econdmica por una 
serie de razones: en un sentido general, el uso, tanto pridico como concep- 






V(p) = pD'tp) + D(p) = D(p) + l) = D(p) (E(p) + 1) 

donde E(p) = E(D)(p) — piy(p)/D{p) es, corao sabemos, la elasticidad de D 
an p. Por tanto, sicndo D(p) > 0, vemos que V(p) sard credente en el intervalo 
de precios en que E+ 1 > 0, que es el correspondiente a la demanda ineldstica 
0 < |E| < 1, y serf decrcciente cuando E + 1 < 0, es decir, cuando |£| > 1 
(demanda eldstica). Si existe un precio p’ en el que la elasticidad es -1 y la 
demands pass en 61 de ineldstica a eldstica, dicho valor es el que maximizarf 
el volumen total de ventas del producto en cuestidn. 

Por ejemplo, la demanda de bienes agrfcolas suele ser ineldstica, y un 
“cosechdn" disminuye los precios de tal forma que el montante total de ventas 
es menor que en un ado de sequfa (naturalmente, si no se tienen en cuenta 
otros factores, como posibilidad de almacenamiento, etc.). 0 bien, la OPEP 
puede tener interts en reducir la produccidn de crudo, aumenlando asf tanto el 
precio como el volumen de ventas: la demanda de petrdleo es ciertamente Ine- 
ldstica. En cambio, una maniobra de reduccidn de produccidn en un producto 
industrial de demanda eldstica (quiz* por tener muchos sustitutos) puede te- 
ner el efecto contrario. Es el valor de la elasticidad, no el de la pendiente, el 
que decide en cada uno de estos casos. En la figure 10.3, el aumento del precio 
produce un montante de ventas pq menor (izquierda), igual (centre) o mayor 
(derecha) que el de partida. 

Para un completo tratamiento del tema de la elasticidad y, en general, de 
las aplicaciones del cdlculo diferencial a la economfa, pueden consultarse |9) y 
[11). 

10.3 Oferta y demanda: ejemplos 

Las funciones de oferta y demanda son muy intuitivas y constituyen la base del 
andlisis econdmico en una primers aproximacidn, pero no es evidente cdmo se 
pueden calcular, o al menos estimar, en tdrminos de los elementos observables 
de una economfa dada, de la tecnologfa que emplean sus empresas productoras 
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convexa cuya derivada, K'(x) — w x - 3x y e , i -4 se anuia exclusivamente para 



con Lo que el coste m(nimo asociado a la produccidn de q unidades, que de- 
signaremos C(q) cuaado lo expresamos como funcidn de q, cs el que corres- 
ponde a la combi nacidn de factores x' ey‘ = «*(*•)"*, y vale: 

C(q) - *,*• + = *, / + *1* ' = 

= M*v**yv' 4 

donde M = 3 V 4 + 3 -*>* cr 1.7548. 

El coate marginal C(q) es igual a Para maximizar su 

beneficio B{q) = pq - C(q), la empress producing el mlmero tf de unidades 
que haga B'(ij') = p - C(q‘l = 0, es dear, que iguale coste marginal y precio 
de venta. En nuestro caso, 


que sent, pues, la funcidn de oferto de la empress, que establece la cantidad 
q de producto que la empresa fabricarfa si estuviese segura de que el precio 
de mercado de feu: fuese p y de que, a cse precio, podrfa vender toda su 
produccidn q. Ademds, las expresiones de x' e y’ nos indican las cantidades 

de los factores de produccidn que la empresa estarfa dispuesta a adquirir, en 

funcidn de sus precios *„ x, y de la cantidad a producir, q, que, a su vez, 

estd en funcidn de p a travfe de la funcidn de oferta. Opcrando, se obtiene: 




OFERTA YDEMANDA: EJEMPLOS 



Procediendo, como antes, por el mdtodo directo, despejamos 
V = r !Pu ~ (P*/Pt) x y sustituimos en la funciOn dc utilidad, obteniendo 
F(x) d = 3 log i + log (r/p, - (p,/p,)x ) , funciOn estrictamente cOncava cuya 




3 | fr/ft 

x (P*/Pv) x - r /Pt 


se anula exclusivamente para x' = 3r/(4p,), valor que, junto con su asociado 
y‘ = r/pf, - (f>r/py)(3r/(4p,)) - r/(4 p,) rcpresentan la election Optima del 
consvmidor dados los predos p t .p y y el presupuesto r (compOrense con las 
expresiones obtcnidas arriba para la demands de factores de produccidn). Si 
suponemos fijos r y p„, por ejemplo, la expresibn x' = 3r/(4p,) no es otra 
cosa que la funciOn de demanda del producto x en funciOn del precio p- del 
producto: la funciOn de demands D(p x ) del anOlisis econdmico elemental. 


Si, en vez de usar f(x,y ) — 31ogx + logy, el consumidor midiese su 
utilidad mediante una funciOn mondtona de feta, por ejemplo, 
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’rob. (tli) 


raaximizar MX — X,Y— y) 
condicionado a /i(i, y) = U\ 


De la restriccidn x y = U\ podemos despejar y = tli/x, y el m&ximo de 
[X - x)(Y - Ui/x) 3 ae alcanza para 

*• = *•(£/,) - i (-u, + y ]v*+3rv l x'} , 


con su valor asociado y‘ = y’(U ,) = tl,/x*(tl,). La utilidad correspondiento 


Vi = tii(i/,) = MX - *•(£!,), y - »•(£!,)) - (X - x'(ti,))(y - v*(ti,)) a 

La curva formada por los puntos (x*(tli), y'(tli)) y parametrizada por 
tli ae llama curva de conlraU> entre C, y Cj, y representa las combina- 
clones dptimas en el siguiente sentido: para cualquier combinacidn distinta 
a (x'(tli), y*(U,)), o bien la utilidad de C\ es inferior a tl,, o bien la de Ct 
es inferior a UJ(lli).' En otras palabras, al menos uno de los dos oonsumi- 
dores sale perdiendo en utilidad. Eete tipo de optimalidad, en la cual ae trata 
de mejorar la poaicidn de alguno de los consumidores sin que pierda ninguno 
de los demda, ae conoce con el nombre de optimalidad de Pareto, en honor 
al economists italiano Vilfredo Pareto, uno de los creadores de la teoria for- 
mal del intercambio. Con esta terminologfa, cualquier punto de la forma 
(x-(tli), y*(ll,)) es un dptimo de Pareto del par (/,, h). Tambfen se dice que 
la combinacidn (x",y‘) es eficiente en sentido de Pareto, o Pareto-eficiente. 

En realidad, mis que los valores numfaicos obtenidos, interesa aquf su 
interpretacidn geomitrica. Observes® que la curva de nivel N de la funcidn 
pa(x,y) A(X -x,y -y) es la figura sim&rica respecto del punto (X,Y) de 
la curva de nivel N de /j. Lo mSs iltil es, pues, representor simulUneamente 
las curvas de nivel /,(x,y) = cte junto con las MX - x,Y -y) = cte, que, 
a su vez, se obtienen poniendo el origen de coordenadas en el punto [X,Y) 
y haciendo la simetrfa puntual respecto de (X,Y). Con esto, el rectdngulo 
de vertices (0,0), (0,X), (V.O) y {X,Y) aparece cubierto por dos familias de 




ECONOMiA MARGINAUSTA 


, (X,Y); los punles de Umgenda 




Capftulo 11 


Teoria de la oferta y la 
demanda 

Toda actividad econdmica consist® en la produccidn e intercambio de bienes, 
ya sean tetos realmente bienes (mercancfas) o aervicios. En cualquier economfa 
modema estas actividades se realizan de manera vertiginosa y por un enorme 
nilmero de agentea, por lo que una description exhaustive de todas sus carac- 
teristicas estarla condenada al fracaso. Asf, la primcra etapa en la elaboracidn 
de un modelo tedrico en Economfa consiste, al igual que succde en las demds 
ciencias, en hacer abstraccidn de la inmensa complejidad del mundo real, ex- 
trayendo los aspectos que se consideran esenciales para explicar el fendmeno 
en estudio. 

En este seritido, la teoria econdmica divide a los agcntes econdmicos en 
productores y consumidores, entendiendo por tales las unidades de toma de 
decisiones, respectivamentc, en la produccidn y en el consumo. Esta clasifi- 
cacidn no es excluyente; de hecho, la mayor parte de los productores, cuando 
no todos, son al mismo tiempo consumidores. Sin embargo, lo que interesa es 
la conducta de estas unidades de toma de decisiones: se supone que un pro- 
ductor (generalmente Uamado empresa) estd interesado en elegir la cantidad y 
calidad de factores (trabajo, capital y materias primas) que debe utilizar para 
produtir un bien con el objetivo de maximizar sus beneficios; por el contrario, 
un consumidor (de usual un individuo) intents seleccionar, de acuerdo con sus 
preferencias personales, la combinacidn dptima de bienes a adquirir empleando 
sus recursos disponibles (renta). 


Estas caracterizaciones de los doe tipos de agentes econdmicos dejan en- 
trever un nexo cornu n: en ambos casos los recursos (factores de produccidn 
y renta del consumidor) son limitados y se pretende distribuirlos de mane- 
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DEMANDA 


en la estructura 16gica de su coraportamiento, sino on el tipo de objetivo y 
en las restricciones subyacentes. La raencionada estructura formal ( eleccidn 
rational) es lo que caracteriza la conducts de cualquier agente econdmico; de 
hecho, segiin la definiridn tradicional ya conrentada en el capftulo anterior, 
la Economfa es la ciencia que se ocupa de la asignacidn dptima de recursos 
escasos entre fines alternativos. 

En el presente capftulo se analiza la decisidn de los dos tipos de agentes 
econdmicos: en primer lugar, la eleccidn de I06 consumidores, que determina la 
demands individual (por parte de un consumidor) de un bien fijado su precio 
y, en liltimo lugar, la demands (total) de mercado como agregacidn (sums) de 
las demandas individual*; finalmcnte, se acomete el estudio de la produccidn 
dptima, que genera la oferta del bien supuesto fijo su precio de venta. 


11.1 Teorfa cldsica de la demanda 

La teorfa de la eleccidn de los consumidores tiene su pun to de partida en la 
modelizacidn de su supuesta conducts racional: se considers que los indivi- 
duos adquieren la combinacidn de bien* que mds se adecila a sus preferencias 
(gustos) personal*. Estas preferencias se suelen formalizar por medio de una 
funcidn U, denominada funtidn de utiltdad, la cual constituye una idealizacidn 
matemdtica de las scnsacionn subjetivas (nivel de satisfaccidn, placer, cose de 
nec*idad, etc.) que se derivan del consumo. Asf, U(A) > U(B), esto *, que 
la opcidn A reporte mds utilidad que la B, equivale a decir que A ra preferida 
a B\ de igual forma, U(A) = U(B) sugiere que el individuo * indiferente entre 
las opcion* Ay B. 

Para un mercado con dos bien*, la funcidn de tipo Cobb- Douglas 

U(x,y) = csV , a, 6, c > 0 , a +6 < 1, (11.1) 



(*0>w)> con Xo, VO > 0, estdn contenidas en el cuadrante positivo del piano 
R5. + = {(x,y) € R s ; x, y > 0}, lo que conlleva la imposibilidad de que una 
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Cobb-DougUs 


produce una disminuciOn en el relative al otro. La pendiente de las curvas de 
indiferencia, dada por 


se denomina relacidn marginal de eustitucidn, o de manera equivalente, 
RMS{x o,yo) = -/i(®o). Al igual que sucede con la mayor parte de las apli- 
caciones del cilculo diferendal a la Economla (recufodense las obeervaciones 
realizadas al respecto en el capftuk) precedente), dicho cociente se interprets 
en Mrminos finitos: dado que 


RMS jt Ai' 


la relacidn marginal de sustituddn represents las unidades que se ha de in- 
crementar el consumo del segundo bien (Ay) para que una disminucidn de 
una unidad en el primer bien (Ax = 1) no haga variar el nivel de utili- 

dad. Segdn esto, el decrecimiento de las curvas de indiferencia se traduce en 
una RMS > 0, lo que se tiene garantizado (como sucede para la utilidad de 
tipo Cobb-Douglas) cuando las utilidades marginales U, y Uy son siempre 
positivas. 

Fi n al m ente, la convexidad estricta de las fundones implidtas y = /„(x) 
tiene dos importantes consecuendas. Por un lado, manifiesta preferenda por 
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cestas de consumo intermedias (mds equilibradas); en efecto, dados dos vec- 
toros de consumo indiferentes (x,g), (x,ji), con U( x,y) = U(x,yj = ti, 
la convexidad del conjunto {(*,») e R 2 ; £/(x, y) > 0} implies, para 
cualquier consumo (**,„•) = A - (x,g) + (1 — A) • (x,y) con A € (0, 1), 
que U(x",y’) > U(x,y) = U( x,y) = u. Por otro, se traduce en una relacidn 
marginal de sustitucidn decreciente: 

dRMS(x,/,(x)) _ _ f „ {x) 

y fu( x ) — 0 para todo x > 0 al ser / u (x) convexa y de clasc C 2 en R^. + ; 
as( pues, la relacidn de intcrcambio entre los dos bienes es decreciente respecto 


En un contexto mds general, considerando un mcrcado con n bienes disponi- 
bles, los anteriorcs comentarios quedan enunciados de la siguiente forma: 

• Un vector (“cesta") t/pico de consumo se denota por x = (xi,X2,...,x„), 
donde x, > 0 representa la cantidad consumida del bien t. 

• El espacio do bienes -X C R" = (x = (xi,zj,...,x n ) € R" ; x, > 0}, estd 
formado por todos los vectores de consumo factibles; por simplicidad, en 
adelante consideraremos que X = R" . 

• La funddn de utilidad V : X — * R+, que asocia a cada cesta x de 
consumo la utilidad U(x) > 0 que reporta, se supone que cumple las 
siguientes hipdtesis: 


(H.l) U es de clase C 2 aobre RJ + = {x = (x,,x, x.) € R" ; x, > 0} y 

sus coqjuntos de nivel que pasan por un punto de RJ + estdn totalmente 
contenidos en R" + . 
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matrix hessiana D 2 U (x) es definida negative 
o es, 1/ es una funcidn estrictamente cdncava sobre RJ + , li 
oa que los conjuntos Aa = {z € R" + ; V(x) > a} s 

i, l/(z>) = Vi* 2 ) = a, la 
las) z = Az*+(1— A)z*, A € (0,1), p 
por lo que reportan mis utilidad. Ademfe, como hemos 


Estas hipdtesis sobre la funddn de utilidad intentan formalizar matemdti- 
camente el comportamiento del consumidor, que, en tferminoe econdmicos, estd 
fundamentado en doe prindpios: se suponc que los consumidores son insacia- 
bles y que prefieren ccstas de consumo equilibradas. Naturalmente, para el 
caso de un mercado con doe bienes (que tiene especial interns pues, aparte de 
poder representarse en el piano, con los ldgicos beneficios interpretativoe que 
esto supone, puede utilizarse para analizar la influencia, en ambas direcciones, 
entre la cantidad consumida de un bien z y la correspondiente al consumo 
agregado del resto de bienes del mercado y), la funcidn de utilidad de tipo 
Cobb- Douglas cumple las hipbtesis (H.l), (H.2) y (H.3). Sin embargo, estas 
hipdtesis pueden debUitarse, eso si, manteniendo la validez de los principios 
econdmicos, de muy diferentes formas: una de ellas consistc en requerir sim- 
plemcnte que la funcidn de utilidad sea continua, no decreciente y cdncava. 

considerar 


U{x,y) = oz + iy, a,6>0 (11.3) 
El cardcter lineal de estas curves de indiferencia (mostradas en la ligura 11.2) 
dio lugar al tdrmino sustituliros perfectos para describir la relacidn entre am- 
bos bienes. Un individuo que tuviera estas preferendas cstarfa dispuesto a 
renundar siempre a la piiama cantidad del bien z para aumentar una unidad 
su consumo de y. Cuando a = 5, esta situacidn podrfa describir la relacidn 
entre diferentes marcas de iddntico producto; como muestra, ndtese que la 
mayorfa de los conductors de nuestro pais son indiferentes entre adquirir 1 
litro de gasolina Petronor o BP. 

Las curvas de indiferencia en forma de L de la figura 11.3, generadas por 
la funddn de utilidad 


u(z,y) = min(oz,6y) , 0,6 > 0, (11.4) 
que no es diferenciable ni (estrictamente) credente, muestran el caso opuesto 
al de los sustitutivos perfectcs. Estas preferendas se aplicarfan a bienes indiso- 
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de las hipOtesis (H.1), (H.2) y (H.3). 

El concepto de funciOn de utilidad es la notion fundamental de la teorfa 
de la election del consumidor pues permite modelizar su comportamiento for- 
mulOndolo en lOrminos de un problems de optimization: el consumidor queda 
redutido a un agente maximizador de utHidad, condicionado dnicamente por 
su limitacidn monetaria. Esta restriction presupuestaria viene dada por 

G(p,x)sp x = J2piX i <r (11.5) 

donde pi > 0 denota el precio del bien i (eonsumido en una cantidad x,), 
P = (Pli—iPn) es el vector de precios, G(p,x) la funciOn de gasto y r > 0 la 
cantidad total de dinero (renta) disponible. Asf pues, se trata de estudiar el 
problema 

( MAX. U(x) 

< sqjeto a G(p,x)<r (11.6) 


conocidos los valores de p y r. 

Antes de abordar la resolution de este problema es conveniente realizar 
algunas consideraciones preliminares. En primer lugar, la existentia do solu- 
tion global esta garantizada en virtud del Teorema de Weierstrass: el conjunto 
factible 

B = {x € R" ; G(p, x) < r, x > 0} 

es cerrado y acotado (0 < Xj < ^ para cada i = l,...,n) y la funciOn 
objetivo U es continua en B (bipOtesis (H.1)). Adem4s, de la convexidad de 
B y la concavidad estricta de V (hipOtesis (H.3)) se deduce que el programa 
es estriclamente convexo, por lo que la solution global es Onica y no existen 
soluciones locales no globales. 

Por otro lado, la hipOtesis (H.2) implica que la funciOn de utilidad no tiene 
puntos crfticos en R!) + y, en consecuencia, se deduce que la solution del 
programa (11.6) no estO en el interior del conjunto factible B. Tampoco se 
encuentra en la parte de la frontera de B donde ij = 0 para algOn « = 1, ..., n, 
pues la condition sobre los conjuntos de indiferencia dada en (H.1) conlleva 
un mayor nivel de utilidad sobre Kf + . Asf pues, se concluye que la soluciOn 
global de (11.6) verifica G(p,x) = r. 

La maximization de la utilidad 

Teniendo en cuenta los coment arias anteriores, bajo las hipOtesis (H.1), (H.2) 
y (H.3) sobre la funciOn de utilidad, el programa (1 1.6) tiene Onica soluciOn, es 
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por cajas”, donde se entiende que p es una matriz coiumna, es invertible se 
pueden utilizar las propiedades de las matrices particionadas; consilltese para 
este punto (2)). 

En consecuencia, el problems de la maximizaddn de la utilidad genera las 
siguientes funciones (todas ellas, al menos, de clase C l ): la funcidn solucidn 
x M (j>,r) : RJ+ 1 — » R", Uamada funcidn marshal Imn a de demanda, que de- 
termina lo que el consumidor adquirird y consumird fijados unos precios p y 
una renta r; la funcidn valor dptimo U M (p,r) = U[x' J (p,r)\ : RJJ' — » R, 
denominada funcidn de uliltdad indirecta, que indica el nivel de utilidad asf 
atcanzado; y la funcidn mtiltiplicador \*'(p,r) : R"^ 1 — • R, dada por (11.10). 


EJEMPLO. Consideremos la funcidn de utilidad Cobb-Douglas 
U(x, y) = 3xiyi ; en este caso d sistema (11.8) se escribe como 

f x~iyi - piA = 0 

< -pjA = 0 

l Pix + PiV = r 


. x-lyl 2*»y-J 
A - — =- = * =» Piy = 2p,x 

Pi Pi 

i la dltima ecuaddn results 
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(i) La funcirtn marshalliana de demanda es homogenea de grado cero. En 
efecto, x = x M {p, r) se corresponde con la unica soluddn del sistema con 
n ecuaciones y n incognitas 

= n *’ "■’ n ^ ^ ^ 
p-x = r 

que coincide con la solucidn del sistema 

<J - 1 »<l ! ‘II 

(i tp)x = tr 


para todo t > 0, por lo que x M (tp,tr) = x M (p,r). Esto signifies que si 
se multiplican tanto k* predog como la rents por una misma cantidad, 



envolvente (vOase la not a 2 que sigue al teorema 6.15) respecto a pt se 


= ^(r"(p.r),A"(p,r)) = -A"(p,r)z"(p,r) i = 
y respecto a r 

^ = g(*"(p,r),A"(p,r)) = A"(p,r) 
de donde se conduye que 

1-1 » OUS 
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la utilidad ya estudiado: cuando aumenta la renta (poder adquisitivo) de un 
conaumidor, la restriccidn presupucstaria dada por el hlperplano 


C0>,x) = £p i x t =r 

se desplaza paralelamentc, lo que produce un desplazamiento en la solucidn del 
problema (la demanda) obtenida corao punto de tangencia entre los conjuntos 
de indiferencia y dicho hiperplano. 

En principio, parece natural espcrar que si aumenta la renta, tambiSn au- 
mente la cantidad demandada del producto; eeto se ilustra, para el caso de un 
mercado con dos bienes, en la figura 11.5. Como se observe, el desplazamiento 
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ciento), el consumidor (o el pals, si se trata de un consumidor medio) deberla 
ser considerado ‘pobre’. 


La minimizacidn del gasto 

El problcma de la elecddn del consumidor, quc ha sido cxpresado en tirminos 
de maximizacidn de la utilidad, admitc una formulacidn cquivalcntc ( dual en la 
terminologla matemdtica). Para ello, considcramos el problems de minimlzar 
el gasto supuesto un nivel mini mo de utilidad prcfijado, que ae escribe de la 


MIN. G(p,x) 
sujeto a U(x)>u 


(11.15) 
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convexidad del conjunto factible y la acotaddo inferior de la funcidn de gasto 
sobre dicho conjunto cerrado garantizan existenda de un ilnico mfnirao global; 
ademfls, como el conjunto (x 6 R" ; U(x) > u) estk contenido en RJ+ y no 
existen soluciones interior®, el problema (11-15) puede escribirse de la forma 


lerando la funcidn Lagrangiana 

Ux,X,p,u) = px - A • (U(x) - u) 


que, de nucvo, satiaface 


(11.18) 

k> ahora el multiplicador de 




es (n = 2), el problema ! 

MIN. pix+piy 
sqjeto a U(x,y) = u 


(11.20) 
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demanda — en honor de John Richard Hicks, economists inglds Premio Nobel 
en 1972, autor de la mayor parte de los dcsarrollos formaies de la teorfa del 
consumidor — , que determine lo que el consumidor adquirird y consumirA iija- 
dos unos precios p y una utilidad (minima) u > (7(0); la funcidn valor dptimo 
G H (p,u) = G(i"(p, u)] : R"* 1 — • R, denominada funcidn de gusto del con- 
sumidor, que indica el nivel de gasto as! alcanzado; y la funcidn multipticador 
A"(p,u) : RJ+ 1 — R, dada por (11.19). 


EJEMPIO. Considercmos la funcidn de utilidad Cobb- Douglas 
V.{x,y) — 3x1 j/i ; en este caso cl sistema (11.17) se escribe como 

( Pi-A*-Ipi=0 
t pi - 2Axtj/~i = 0 
[ 3xiyl = u 

de donde se deduce que 

y sustituyendo en la illtima ecuacidn results 
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Las propiedades de las funciones generadas a partir del problema de la 
minimizacidn del gasto se enuncian a continuation: 

(i) La funcidn de demanda hicksiana r^fp, u) es homogOnea de grado cero 
en la variable p, para cada u > (7(0). 

(ii) La funci6n de gasto G H (p, u) es homogOnea de grado uno en la variable 
p, para cada u > 1/(0). 

(iii) sf (p,r) = ^ para cada » = y para todo n > £/(0). 

(iv) La funcidn de gasto G H (p,u) es cdncava en la variable p, para cada 
u>U(0). 

Las dos primeras propiedades se deducen de manera inmediata. La ter- 
cera, conocida como Lema de Shephard para los consumidores, es una apli- 
cacidn directa del teorema de la envoi vente que permite determiner la demanda 
hicksiana a partir de la funcidn de gasto, y simult&neamente concluir que la 
funcidn de gasto es de clase C 1 . La Ultima, que como veremos despufes tiene 
importantes consecuencias, se demuestra a continuacidn: dado 
p = Ap' + (l-A)p?,0<A<l 

G H (p,u) mp-X H (p,u) “ h p' ■ x"{p, u) + (1 - A)p J ■ x"(p, u) , 
siendo p'-x H (p, u) el coste de adquirir x H (p,u) a preciosp'; como G H (p',u) 
determina el coste mlnimo de comprar bienes (hjada una utilidad minima u) 
a precios p", se deduce que, naturalmente, 

p* • **(?,«) > G a (ff,u ) , i = 1,2 , 

de donde results 

G H (p, ti) = Ap 1 • x"(p,u) + (1 - AJp 2 ■ r"(p,u) > 

> AG"(p 1 ,u) + (l-A)G H (p J ,u), 
obteniUndose que G H (p, u) es cdncava en la variable p. 

La concavidad y regularidad (C 2 ) de la funddn de gasto G H (p, u) conllevan 
dos cualidades de su matrix hessiana: es simitrica y semidefinida negativa. 
Aplicando el lema de Shephard, esta matrix D%G H (p, u), denominada matriz 
de Slutsky, viene dada por 
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y, por tanto, se verifies que los elementos de su diagonal principal no pueden 
ser positivos, es decir, 

< 0 para cada « = 1 n (11.21) 



En contraposicidn, el signo de los restantes elementos de la rnatriz de 
Slutsky 


9pj ~ dp, 

no estii caracterizado de manera general; de hecho, conduce a una conocida 
clasificacidn de tipos de bienes. Si para dos bienes i, j (con t + j) se tiene que 


&r» dx» 
dpi~ dp i > 

se dice que los bienes son swtitvtwos hicksianos n ctos; en este caso, el aumento 
del precio de un bien produce un aumento en la demands del otro, lo que 
pone de manifiesto, en cierto sentido, el carficter sustitutivo que tiene un bien 
respecto del otro, como cabrfa esperar en el manido ejemplo de la mantequilla 
y la margarina. Por el contrario, si 


dp, 


dx" 


dpi 
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(D.l) lf'(p,C*(p,u)) = *f(p,u) para todo i = l,...,n. 

(D.2) £/"(p,G»(p, «)) = « 

(D.3) ®j'(p,J/"(p 1 r)) = *f'(p,r) para todo i = 1, ...,n. 
(D.4) G"(p,U“(p,r)) = r 


La ecuacibn de Slutsky 



explicar este fcnbmeno con la Teorfa Econbmica de la bpoca. La explicacibn 

llegb de la mano del economists ruso Eugen Slustky, quicn a finales del sigto 

XIX consiguib identificar los doe efectos que producen las variaciones del precio 
de un bien sobre su demands. 

Para obtener esta descomposicibn, se pane de la relacibn de dualidad (D.l) 
'(p,G H (p,u)) = x/'(p,u) 
y se deriva parcialmente respecto al precio p,: 

^(p,G"0>, U )) + ^(p,G»(p, U )) • ^-(P,«) = 

Aplicando el lema de Shephard (^-(p.“) = *?(P, U )) queda 
^(P,G"(P, u)) + xf(p,u) • ^(p,G"(p,u)) = 

Por (D.2) y (D.4), si escribimos r = G H (p,u), entonces u = l/ M (p,r). 
Finalmente, reordenando tbrminos results 

|J(P.r) = ’ ¥ (p ’ r) (1L22) 

Esta ecuacibn, denominada ecuacibn de Slustky, pone de manifiesto que 
los cambios en los predos de los bienes tienen dos efectos sobre la demands 
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(i) El llamado efecto sustitucidn, dado por el tdrmino ^-(p, U M (p,r)), que 
viene a medir el “grado de sustitucidn” entre los bienes iy j. 

(ii) El segundo tdrmino es conocido como el efecto renta. Muestra que el 
incremcnto de precios produce una pdrdida de poder adquisitivo del 
consumidor, es decir, una disminucidn de su renta real. En concreto, 
-^t-(p,r) representa la disminucidn de la demands por unidad perdi- 
dade renta y xf(p,U u (p,r)) la bajada total de renta. 

Para el caso particular de i = j, (11.22) queda 

expresidn que permite extraer interesantes consecucncias. En primer lugar 
ndtese que, por (11.21), el efecto sustitucidn es siempre no negativo. Sin 
embargo, el signo del efecto renta depcndc de si el bien es normal (efecto renta 
negativojo inferior (efecto renta positive). Claramente ae desprende que los 
bienes normales (y muchos inferiores) cumplen 


dxf 

Oh 


(p,r) < 0 


La tlnica posibilidad para que esta derivada sea positiva es que el bien sea 
inferior y que cl efecto renta sea (en valor absoluto) mayor que cl sustitucidn. 
Este tipo de bienes inferiores, denominados tnenes Giffe n, permiten cxplicar 
la paradoja del mismo nombre: las patatas constitufan un bien inferior que 
absorbfa gran parte de la renta de la poblacidn irlandesa, por lo que el in- 
cremcnto de su predo provoed una seria bajada de la renta real que obligd 
a reducir el consumo de otros bienes (de lqjo) con el objeto de comprar mds 


11.2 Teorfa cldsica de la oferta 
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considerar una dc tipo Cobb- Douglas 

f(K, L) = cK°L\ o,»,c>0,o + 6<l, 

donde K y L representan los factor** utilizados (en este caao, K puede ser el 
ndmero de horas de funcionamiento de las mdquinas y L d ndmero de horas 
empleadas por los trabajadores) y f(K, L) determina la produccidn obtenida 
del bien fabricado. El decredmiento y convexidad de sus curvas de nivel 
K = g,(L) (llamadas isocvontas), definidas impUcitamente por f[K,L) = q, 
se interpretan ahora en terminus de la relacufn marginal de svstituciin Ucnica: 

que vicne a medir el ndmero de unidades que se ha dc incrcmentar el capital 
(K) para que una disminucidn de una unidad en el trabajo [L) no haga variar 
el nivel de produccidn. Asf pues, la funcidn de produccidn Cobb-Douglas 
genera una RST positiva y decreciente. 

En un contexto general, denotando por x = (*i, . . . , x„) 6 R" el vector de 
inputs utilized i* (tanto el capital y el trabajo invertidoe como las cantidades 
de las materias primas utilizadas), se supone que la funcidn de produccidn 
f(x) satisface las siguientes hipdtesis: 


(H.l) / es continue en R" y de clase C 2 sobre KJ + , /( 0) = 0 y sus conjuntos 
de nivel que pasan por un punto de R!J* estin totalmente contenidos en 
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(supuesto que todo lo producido se vende) unos ingresos p-q. Se considera que 
la empresa tiene como objetivo maximizar los beneficios, que vienen dados por 

B(p, *,q,x) = p-q - * • * = p ■ ? - i (H-24) 

Si la empresa dispone de financiacidn iUmitada (de nuevo, otro supuesto 
simplificador), la dnica restriccidn de la empresa es de tipo tecnoldgico: 

«</(*) 

y el problema de decision de la empresa puede emmciarse como 

{ MAX. fl(p,ir,q,x) 
sqetoa q < f(z) (11.25) 

q>0,*>0 

conocidos los valores de p > 0 y ir > 0. Alnoserel conjunto factible acotado, 
la existencia de solucidn se convierte en un punto delicado; sin embargo, la 
consideracidn de una hipdtesis adicional: 

(H.4) /(*) < M para todo x € R", lo que se suele en tender como un supuesto 
de cardcter tecnoldgico 

permite garantizar dicho extremo (vdase (9J). 

Finalmente, por un lado, las hipdtesis (H.l) y (H.2) implican que, en el 
dptimo, q > 0 y * > 0; por otro, como B no tiene puntos crfticos en R" + , la 
solucidn de este problema se debe alcanzar en la zona q = J(x) (de lo contrario 
se estarlan empleando de manera no eficiente los recursos disponibles). Asf 
pues, el programa (11.25) puede redudrse a 

MAX. ~B{p,x,x) = B(p,x,/(x),x) = p- f(x) — x ■ x (11.26) 

que, bajo el supuesto anterior, tiene solucidn dnica pues B es estrictamente 
cdncavaalser D^Blp,*,!) = p • D J /(*) definida negativa. 

La maximizacidn de los beneficios 

Teniendo en cuenta los comentarios anteriores, bajo las hipdtesis (H.1), (H.2), 
(H.3) y (H.4) sobre la funddn de produccidn, el problema de la dedsidn de la 
empresa puede ser matemdticamente formulado por el programa (11.26), mds 
simple que el iniciaimente consider ado, pero con dnica e iddntica solucidn que 

(11.25). 
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11.2. TEORlA CLASICA DE LA OFEKTA 


Los pantos crfticoe del programa (11.26) satisfacen 

DB(p,n,x) =p-Df(x) - it = 0 (11.27) 


a/(*) 

9xi 


(11.28) 


La aplicacidn del teorema de la funcidn implldta a este sistema permite 
generar las siguientes funciones (todas ellas, al menos, de clase C 1 ): la funcidn 
solucidn x’(p, i) : R"^ 1 — > R", Uamada funcidn de demanda de factom, que 
determina los inputs que la empress demandant; la funcidn de oferta del toe n 
q*(p,sr) = /(x*(p,*)); y la funcidn valor dptimo B’(p,r r) = B[p,x,x'(p,>r)] ; 
Rj!f l — * R, denominada funcidn de beneficios de la empresa. 

Procediendo de manera aiutloga a como sc hizo en el apartado anterior 
se pueden demostrar las siguientes propiedades de las ftmciones generadas a 
partir del problema de la maximizaddn de beneficios: 


(i) Las funciones de demanda de factores x‘(p,x) y de oferta del bien 
q’(p,i r) son homogdneas de grado cero. 

(ii) La funcidn de beneficios de la empresa B'(p, jt) es homogdnea de grado 


(lii) Aplicando (11.27) se deduce que 


OB' . dli A OB dx' . 

~to M - to +Z S -g! 

OB', , 8B A® Ox ; , 


resultado conocido como lema de Hotelling. 

(iv) La funcidn de beneficios B'(p,x) es convexa y de clase C 2 . 
Como consecuencia de (iv), la matriz hessiana 


1- £ ■ f 

D-B-O.,). -f -f ■ -f 
,-g -g - -g 




conocidos q > 0 y it > 0. 

Como antes, las hipdteais (H.l), (H.2), (H.3) y (H.4) garantizan existencia 
de ilnica solucidn y permiten escribii (11.30) da la siguiente forma simplificada: 


MIN. G(k,x) 
sujetoa f(x) - q 


(11.31) 


Los puntos estacionarios del programa (11.31) se obtienen aplicando las 
condiciones necesarias de primer orden dc Lagrange. En concreto, si conside- 
ramos la funcidn Lagrangiana 


L(jr, x, X) = G(a 


r)-A-(/(x)- 9 ) 


^,x,\) = -f(x) + q = 0 


(11.32) 



11.2. TE0R1A CLASICA DE LA OFERTA 




(11.34) 


. /(*) = 9 

siendo el multipUcador de Lagrange asodado 
A ■ j.i ‘ > 0 

Em 

Como se observa, este problema es completamente andlogo al correspon- 

“ Sg — R n ! denominada Juncuin de demanda conditional-, la fun- 

ddn valor dptimo C(*, ? ) - GIi‘(»,,)] : R&‘ — R, denominada fimtidn de 
costea de la emprcea, que indica el nivel de costes asf alcanzado; y la fimtidn 

*■ *(».«) ■ Kff — R. P° r (H-34)- 


minimizacidn del gasto: 


(Hi) af(>r, q) = para cada t = l,...,n (tema de Shephard). 


VS SJ 

ito, se verifica que los elementos de su diagonal prindpal no pueden s 


(11.35) 




CAPITULO 11. TEORlA de la oferta y la demanda 


es decir, el incremento del predo de un input produce una disminuddn en su 
demanda condidonal. 

Si ahora fijamos los precios de los inputs results la curra de costes 

C(q) = C{*,q) 

que relations costes y producddn. Su derivada verifies 

C(q) = ?£(*, q) = \'(*,q)>0 (11.36) 

Gn otras palabras, el multiplicador de Lagrange A e (jr ,q) determina la funcidn 
de coste marginal y la curva de costes es estrictamente creciente. Ademds, se 
puede comprobar que la curva de costes es tambidn una funcidn convexa: en 
efecto, sean ft y ft dos niveles de producddn con vectores de inputs asociados 
(que resuelven los correspondientes problemas de minimizacidn (11.30)) x 1 y 

C(q{) = * • *' , C(q) = it • i 2 

Dado A e [0, 1), C(Aft + (1 - A )ft) es el coste mlnimo para produdr un output 
Aft + (1 - A)ft y, al ser / edneava 

Aft + (1 - A)„ = A/fi 1 ) + (1 - A)/(**) < /(Ax 1 + (1 - AJx 3 ) 

por lo que Ax 1 + (1 - AJx 2 es un vector de inputs factible en el problema de 
minimizacidn de costes asociado a q = A ft -f (1 — A)ft. En consecuencia, 

C(q) = C(Aft+(l-A)ft)<G(x,Ax 1 + (l-A)x a ) = 

= * • (A* 1 + (1 - AJx 3 ) = AC(ft) + (1 - A)C(ft) 


y la funddn C(q) es convexa. 

Para finalizar, vamos a analizar las reladones existcnles entre los problemas 
de maximizacidn de los benefidos y minimizacidn del coste. Aunque estos 
problemas no son exactamente equivalentes (duales), sf tienen una estrecha 
reladdn. En concrete, se verifican las siguientes propiedades (su comprobacidn 
se deja como ejerddo para el lector): 

W 8<p’,*U = P • /(*) - C(x, /(x)). ^ 

(U) x"(p,x)=x e (x,q*(p,x)) 
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Cal CXI lo 

Diferencial 

de Varias Variables 


fin III primcra parte, cslc tcxlo prexenta cl cnlculo diferencial dc vonos 
variables dc In forma mm intuitiva posiblc. Sc ha procurado una 
rcdiiccion flexible, dejundo pare cl final dc cads apnnado lox conccplnx 
mils avaimdox y lux dcmoxlracioncs mfa complication. a fin dc que la 
prcxcntucidn dc In maicna y xus aplicacioocx max comuncx c importanlcx 
rcxullc ucccsiblc. fiuida y xin inicmipc ioiicx . 


La segunda pnrlc eonlicnc Icinax dc carfctci huh avanrodo y en clla sc 
jusiifieun con rigor lox -eseaxos- rcsultados dilktlcx que xc han ulilizodo 
sin demostracibn en la pnmera pane, bsios temas no son mdispcnsahlcx 
pare un cstudianlc dc lox printcros aftox dc cicncias hoc laics o bioldgicux, 
pero xiiiisfuccn nmpluimcnlc lax ncccxidadcx dc lox cunwn xupcriorcs dc 
indole mbs cuantitaiiva dc dichas carrcrax Por otro lado. cubrcn. sin 
duda. el nivel con que xc impanc la dixciptina en las faculiodcs cicniifieox 


I a Icrcera parte eonlicnc un breve resumcn dc las aplicacioncx mils 
lipicaxdcl cilculodifcrcncial a la economic. Esta dirigidaacsiudiantcsde 
I conbmicas y Emprcsarialcs. y uunbicn a los dc otras liiulacioncs 
eienilficas y lecnicas cuyos planes dc extudmx mas rccicnics incluycn 
iisigniiliiras dc Cconomla. bsperamos que suponga lambicn un cslimulo 
parn esludiamcs dc otras carrcrax. que pueden bailor en esios eopiiulos 
una Introduccion elemcnuil a aplicncioncs dc las matcmdlicas que quird 
les sorprendan. 


